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DIFFERENZEN 
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DIFFERENTIALE, 
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gedoppelten Verbindnngen, der Producte mit Versetzungen, 
der Reihen, der wiederholenden Functionen, der allgemeinsten 


Facultäten und der fortlaufenden Brüche, 
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Die ‚Kleen zur Differentialrechnung, welche Leibnitz am Ende des 

siebzehnten Jahrhunderts bekannt machte, beschäftigen die Marhenfätiker 
- noch immer. — Viele Meinungen, nur eine Wahrheit. — Jene gehören 
den Personen, die zeitlich sind, diese der Sache, die ewig ist; jene der 
Geschichte RLIE une: ihren Werth oder Unwertl abspricht, diese der 


Wissenschaft, die leidenschaftlos und dankbar gegen ihre Erweiterer ist. 
— Hier wird nur die Wissenschaft gegeben. 

_ Diese besteht in Geschäften geleitet von Ideen; sie lehrt, wie 
solche auszuführen, welche Ordnung dabei zu befolgen, wann Freiheit 
in der Wahl der Ordaung ist, und wann Geschäfte durch andere ersetzt 


werden können. 


BEN: u 


am 
# 


Dieser Grundsatz bestimmt die ganze Behandlungsweise der Diffe- 
renzen- und Differential — Rechnung. Daher hier die Differenzen in dem 


grossen Umfange und mit dem Ueberblicke über das grosse Feld der 


wi 
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Wahrheiten, der on daher das Zerlegen der Differenzen in Fac- 
toren, welches nie geschehen, obgleich es die Grundlage der Differentiale 
ist; daher Re mit dem Vervielfachen abwechselnde Differentiiren ; daher 
überhaupt die vielen neuen Untersuchungen in der Differenzen - und 
Ditferential- Rechnung. Seite 1—296. 

Dieselhen Geschäfte oft wiederholt erzeugen immer Verbindungen 
der Elemente, die denselben Gesetzen huldigen. Zwei Verbindungsweisen 


behandelt die sechste Abhandlung meiner Analysis; zweiandere werden hier 


gegeben; beide sind schon bekannt, aber noch nie untersucht. S. 297—432. 


Diese Untersuchung ist die Grundlage der Theorie der Ent- 


’ ; 
wickelung in Reihen, die hier gegeben wird. Seite 433—548. = 


Geschäfte nach einer Idee ausgeführt erzeugen einen Alsorithmus. 
Hat jene Gehalt, so wird dieser ihn bewähren; er ist der Ausdruckler 
Idee. - Leibnitz machte den Anfang mit dem. Algorithmus der Diffe- 
renzen und Differfngale. — Mit f(x+h) wird ein Yaelfaches von fx 
vereinigt, und es wird ein höherer Algorithmus hervorgebracht: — Meh- 
rere Functionen, in welchen x verschiedene Zunahmen erhalten, werden 


mit einander verbunden, — und der ‚Algorithmus wird zur höchsten All- 


gemeinheit erhoben. 


Die Idee wird erweitert. Die Function nimmt die Stelle ihres Ele- 


ments ein — und erzeugt oft nach mehrmahliger Wiederholung das ur- 


sprüngliche Element. 


Diese Ideen leiten durch die Theorie der wiederholenden 


Functionen. Seite J49—610, 


Der einfache Algorithmus des Vervielfachens mit gleichen Factoren 
entstand in der letzten Hälfte des sechszehnten Jahrhunderts; Welche 
Ideen seit jener Zeit an den Buchstaben geknüpft sind, zeigen die vier 


ersten Abhandlungen der Analysıs. 


Die Factoren sind nicht mehr gleich, und wachsen um dieselbe 
Grösse — die erste- Erweiterung der Idee und des Algorithmus des Ver- 
vielfachens — die einfachen Facultäten, welche ın der fünften 


Abhandlung der Analysis untersucht sind. 


Nicht die Factoren, sondern die Exponenten des Elements in den 
Factoren nehmen um gleichvielzu — die zweite Erweiterung der Idee — 


die Exponent jalfacultäten in der achten Abhandlung der Analysıs. 


Allgemeine Functionen, deren Elemente um gleichviel zunehmen, 
„werden vervielfacht — und der Algorithmus wird zur höchsten Allgemein- 


heit gesteigert — die allgemeinsten Facultäten. Seite 614. 


Elemente können auf verschiedene Weise verbunden werden; eine 


einfache Vorschrift erzeugt einen einfachen, eine zusammengesetzte einen 


Vi 
6 
zusammengesetzteren Algorithmus. Hier ist eine Vorschrift gewählt, die 
jener in der sechsten Abhandlung der Analysis ähnlich ist, und mit ihr 
ter ein allgemeines Gesetz gestellt werden kann. Dieselben Methoden, 
welche dort und hier ‘gegeben, sind bei allgemeineren Vorschriften zu 
wählen. Das Ziel war ein allgemeiner Algorithmus der fort- 


Y 


laufenden Brüche, welcher allen .Forderungen genügt. Seite 629. 


‚Dieses sind die Ideen, die ich Jahre lang genährt, und in diesem 


Werke bearbeitet mittheile. | ' 


Heidelberg den 15 August 1825. 
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Erna Reihe von Elementen in unbestimmter Anzahl, welche nichts Ge- 


meinsames haben, wird vorgestellt durch 


ERNEST RE 2 DEREN URAN 


1 3 


Das Mittelglied ist U, oder U, und die angehängte Zahl zeigt bei den 


übrigen Gliedern an, das wievielte jedes ist, und auf welcher Seite des 


Mittelgliedes solches steht. 


Werden jede zwei auf einander folgende Glieder von einander abge- 
zählt, und 


HD 


S 
= 
I 
G 


gesetzt, so entsteht eine zweite Reihe 


613 1) td e1) {1) er) ER) 
e + ® « U; > U ß U, 3 U, 3 U, 3 U, 3 U, b) ® ® ® + « 


Aus dieser Reihe wird eine dritte gebildet, indem jede zwei auf ein- 


anderf: olgende Glieder von einander ab gezählt werden: 
2) 027 2) 62:3 (2) Fe) 1:2.) = 
® ‚® ® ® D2 P) U o ’ Li8, >) %, 3 Ü, >) U, 3 Z U, £) “ ® @ ® L} 


so dass 


Bezug 
USE ZUR 
u - ur 
DU u 
Au 
Wa 


Aus dieser kann wieder durch Abzählen je zweier auf einander fol- 
genden Glieder eine vierte und auf gleiche Weise aus jeder vorhergehen- 


den eine folsende neue Reihe gebildet werden, 


Wir kehren zu der ersten Reihe zurück. Jede Zahl oder Grösse kann 
als Unterschied zweier anderer Zahlen betrachtet werden; jedes Glied in 
ıır lässt sich also ansehen als entstanden durch Abzählen je zweier auf 


einander folgenden Glieder einer vorhergehenden Reihe 


so dass * 


Die Glieder dieser Reihe seien eben so gebildet durch Abzählen der 


Glieder einer vorhergehenden Reihe 


{= 2) (=2) (-2) (= 2) (-2) -2) »B 
[) . N ® “ US b) U >] U >) U, 5) U b} U, 3 U. %% ® e [) s 


Hiedurch entstehen mehrere 


sich begreift: 
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Jede Horizontalreihe ist durch Abzählen der Glieder der vor rergehenden 


Reihe entstanden. Wird dieses Geschäft durch ein besonderes Zeichen A 


angekündigt, so sind die Zeichen für die obigen Reihen folgende: 


Dieses Schema stellt deutlich den Gegenstand vor Augen, womit sich 
gegenwärtige Abhandlung beschäftigen soll. Vor allem muss hiebei be- 
merkt werden: | 

x. dass nur die Glieder verschiedener Reihen von einander abhängig 

sind, und 

ß. dass die Glieder. einer und derselben Reihe keinen Zusammenhang 

haben oder nicht von einander abhängig sind. 

Nur das erstere ist der Gegenstand dieser Abhandlung; das zweite 
gestattet eine grosse Freiheit und Mannigfaltigkeit bei den spätern Unter- 


suchungen, und eröffnet ein unendliches Feld für die Anwendung. 


Das Gesetz der Bildung jeder Horizontalreihe aus der unmittelbar 


vorhergehenden Reihe ist gegeben. Nach diesem einfachen Gesetze kann 
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ein Glied A einer Horizontalreihe aus zweien Gliedern a und b der vor- 
hergehenden Reihe, und jedes dieser Glieder a, b aus zweien Gliedern 
&,B und ß, y einer zweit vorhergehenden Reihe, also A aus dreien Glie- 
dern &, ß, y einer zweit vorhergehenden Reihe gebildet werden. Dieses 
Wiederholen des gegebenen einfachen Gesetzes führt zwar zu einer zu- 
sammengesetzteren Bildungsweise eines Gliedes aus Gliedern entfernter 
Reihen, lässt aber den Zusammenhang erkennen, in welchem die Glie- 
der entfernter Reihen stehen, und ist zugleich das Mittel, um nachzu- 
spüren, wie irgend ein Glied im Schema aus seinen Elementen, welche 


entfernt liegen, wieder gebildet werden kann. 


Wird hiebei ein gemeinsamer Beziehungspunkt ım Schema nnd zwar 
U, oder U angenommen, und die Horizontalreihe, worin A’U, vorkommt, 
die Haupthorizontalreihe und die Scheitelreihe von U, die Haupt- 
scheitelreihe genannt, so wird das ganze Schema in vier Theile zer- 


est, und dadurch zu folgenden Fragen Veranlassung gegeben: 
lest, und dadurch folgenden Fragen Veranlassung gegel 


I. wie wird A”"U und A”U aus den Gliedern der Häupthorizontalreihe 


und aus anderen Reihen, und 


II. wie wird U,, und U_, aus den Gliedern der Hauptscheitelreihe und wie 


aus anderen Reihen gebildet? 


8 
AR 
I. Bildung von "U und AU 
Es ıst 
ver 
AU, — AU, 


AU, 
AU, 


U- U 
— Usa 


ULHrLU, 


e- 
[*) 

| 
[e) 


ferner: ıst 


iD, —- 2 Us + U, 
2: De 


ee U, ars 3 ® U 4 3 ® U, Sa Ü, 
Der Uchergang. von. dem. vorhergehenden 


(n- 1). (ne) 
ae U. + ERERIFTUTTE 


AU, Fan UV; Saar, r 12 —..g + ET ek) 


zu‘ dem folgenden 4”U, besteht in der Vereinigung der Reihen 


/ 


ET N 
—U,-(n-i), .U,_,+(n-1),.U,_,- (n-1), U. BERN 
_ U, +(@a-1), .U,,-@-1),.U_, +... 0... 


wo wegen der Kürze 


(n-1)9 


mi — (n-1),, 
gesetzt ist. \WYird hiebei berücksichtiget,. dass: 
F — 

BD), + (a1), == (n), 


so entsteht durch diese Vereinigung die Endgleichung 


ıl-ı 2l-ı 1-1 


1 A, au el, en re. U 


n 
ılı ni alı jr 9 


nach welcher A"U, aus den Gliedern der Haupthorizontalreihe gebildet 
wird. 

Die Bildungsweise von A”U, wird dadurch gewonnen, dass die 

Gleichungen 5% | 

An VE Ze ATUR 

- ET Ne REN ae BI 


-ı -2 


a U, = U, He, 


=; 


ABEL ee, OA, 


-4 


-)ı) 
24 


zusammengezählt werden; es entsteht die Reihe 
Au era in U U U en er > 
Nach demselben Gesetze wird AU, aus den Gliedern der nächsten Hori- 
zontalreihe gebildet, _ , 
EAN Semi es VRR BET a a BE Ne an Ve) BRIAN DRFE  e 
und so auch wieder jedes Glied dieser ‚Reihe durch die Glieder der Haupt- 
horizontalreihe, nämlich - 


EN EI EN 
+U, + U, + U 
7 + UL 


nn . arte ER WE . ® 


5 


1 ET BE EN REP; Mr 


+ 5 


Er 117 RR AN EERR ARRN 


-5 
En 5 27.000, 97. Ss te 
oder 


ASUS, a Un a Ur EDER 


So wie A’U, aus A'U, so wird auch jedes folgende Glied A”"U, aus sei- 


nem unmittelbar vorhergehenden Gliede A""""’U, hergeleitet; ist die Reihe 


| | 10 


ıl-ı 2l-ı 


ru, ee. 


u n 
-(n=1) ılı -n ar 
1 


gewonnen, so besteht der Uebergang zu A”U, darin, dass die Glieder 
der Reihe 

_n een -(n=-1) -(n-1) 

A U, ——— A um 4 A 88 4 A Us ne 0) [) ever‘ 


durch Reihen ersetzt werden, welche auf dieselbe Weise gebildet sind, 


als die schon gefundene Reihe «. Es wird hiedurch 


AU =U,-nH). = + (+1), ‚U_,-@a4H),.UL_,+:-: 


En U, -fsi), Be +(-0+1),. UL, - =» 
+ a rn u. a. 

+ er Br 

Ze. 


oder, da allgemein r 


1 — (DH), +), = nl) + ER en Ha —= Ole), 
so wird | 
ıl-ı 2l-ı 3l-ı 
2) aA”UD, = | el: ; En wir Pr DU — Sole ° VE 
4 Bo: | “ Ta 
Die Glieder 4”"U, und a °U, der Hauptscheitelreihe werden also nach 


einem und demselben Ge aus den Gliedern der Haupthorizontalreihe 


gebildet. 


AU 


+n 
AU 


ge 

Das Glied A*"U, der Hauptscheitelreihe kann auch aus Gliedern des 

Schemas, welche nach einer andern Richtung liegen, gebildet werden. 
Es ıst nämlich | | 

id = - U +U A 

AU, =+U,-UV +4U, B 


Den Uebergang zu dem folgenden Gliede giebt die Gleichung 


AU, =.- uU, +4’ U, 
an; aber dadurch, dass der erste Theil A’U, nach der Gleichung B und 
der zweite Theil A’U, nach der Gleichung A gebildet wird, entsteht eine 


Bildungsweise, welche von der früheren verschieden ist 
I%* 


12 


AU, = -UÜ+r TU - 4%, | 
DE AU +A U, 
un U, +" D, 2.40, + AU; 
oder 
"U —=-uU, -2. AU, 
+AU+ AU, 


Dieselbe Gestalt erhalten die Reihen für die Glieder AU, AU,» 


Sind nun die Reihen _ Ä & 


AraU:, Eu (n-3,0) . AU, + (n—2,1) . A’U, +(0n-2,2). AU,+.....\ 6 
—(0-2,0)'. AU, — (02,1). A’U, — (n2,2)!. AU,-.... a 


und 


No | (n-1,0) . AU, +(n-1,1) . AU, + (n-1,2). AU, +.:... 
(01,0). AU, — (n-1,1)'. AU, — (n=1,2)'. A’U,-.... ) D 


selunden, so erviebt sich die Reihe für A"U_ durch die Gleichuns 
La) P) to) ? {0} Law} 
' a — E% ar Ar ANE, 


wenn in der Reihe G sowohl die Stellenzahl von A als-von U um 1 er- 


höhet, und hievon die Reihe D abgezählt wird; hiedurch entsteht die Reihe 


U,—(-)"?, {n-1,0) . AU +(n-1,1) . KU, + md) AU +r SE... 
(01,0). AU, - (n-1,1). AU, — (n-1,2)'.AU,—..... 
+(n—2,0) . AU, +(n-3,1) . AU, +22) . AU, +..... 

\-(0-2,0)". AU, -(m-3,1)". a’ U, (02,2). PU, -..... 


Die Reihe für au; erhält also wieder dieselbe Gestalt: 


AU, (-)"7 0,0). AU a. AU eh, Al aan ) 
Ben AU, - (n,1). AU, - (nm). AU, -.... 


und die Vorzahlen ihrer Glieder werden nach folgenden Gleichungen ge- 
bildet: 


13 : 
(n,0) = (n-1,0) 


(n,1) = (n-1,1) + (n—2,0) 
(n,2) = (n-1,2) + (n-2,1) 
(n,5) = (n-1,3) + (n-2,2) 
und 

(n,0)'= (n-1,0)' 

(n,1)'= (n-1,1)'+ (n-2,0)' 
(n,2)'= (n-1,2)'+ (n-2,1)' 
(n,3)'= (n-1,3)'+ (n-2,2 


Diese zurücklaufenden führen zu folgenden tnabhängigen Bestim- 


mungen: 
| und = a, — 
KO 1 z oe | e Ba el 
GEREI e Sn | BR Er I Ken Se 
Ca Su ei aa“ | 


Es ıst also 


sıl-ı 


su, „a 1) 


3) AU)" n- REIS naeh 
; 1% 17 


ER, ıl=-1 ir al-ı IR 3l-ı | 
la 9% 3) BU De) ai 
j ı - gr 3 ganl 4 


Die Glieder, aus welchen nach vorstehender Vorschrift a”U, gebildet 
werden kann, liegen in der Mitte der Haupthorizontal- uud der Haupt- 
scheitelreihe. Bei dieser Gleichung ist zu bemerken, dass alle Vorzahlen, 


welche auf eine, die = o ist, folgen, aüch = o gesetzt werden müssen, 
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a 
II. Bildung von U, und U, 


Nach dem angenommenen Gesetze ist 


U URN 


oder 


| BR a U 


Diese Gleichung giebt an, dass jedes Glied der Haupthorizontalreihe 
aus zweien Gliedern gebildet werden kann, welehe der Hauptscheitelreihe 


näher liegen. Wird dieser Weg weiter verfolgt, so ergiebt sich Fol- 


gendes fürn =1 


für n = % 


| 
a 
+ 
2 
e 


\ 
a 
+ 
> 
> 
e= 
+ 
7 
un 


Tur.n sa 


| 
a 


+2.40U,+ AU, 
+ AU, +2.4°U, + AU, 


U, +3.4'U, +#3.4’U, + A’U, 


0 


Der Fortgang der Rechnung bleibt unverändert, mithin auch das 
Gesetz der Vorzahlen; ist nämlich für U,_, gefunden, dass 


DE 3l-ı 


j AR Ba Y 
we u er U LU, RE RR 


ılı 


so gıbt die Gleichung 


U, =D .,+4U,_, 


1 


den Uebergang von dieser zur folgenden Reihe an. Wird nach dieser 


Vorschrift zu der vorstehenden folgende Reihe gezählt 


ılı late 


ıl-ı 2l-ı 
ET Een 2: al RB 
P, % 


und berücksichtiget, dass 


(n-1)""" 2 nen % nr. 


— 


l -ılı gr 1 
A 4° Kain 


> 


so ergibt sıch folgendes allgemeine Gesetz für das. bejahte 2: 


\ 


R nn hal nt 
ser VE A He AU ME A  n.. 
# FE 0 ur 0 3lı re 


Das Gesetz für das verneinte n wird dadurch herbeigeführt, dass die 
Gleichungen 


U —- 40. 


1 o 1 


U 
AUS SE SE, + U, 
+ AU, =+4AV) - AU, 
_ AU, =- uU, +0, 


| 


zusammengezählt werden, 
ut 1 21. 3 4 2% 
UL =U -ıU+8&VU, AU +a U, I Ar Fr 
So wie U_, aus der nächsten Scheitelreihe zur Rechten dieses Gliedes, 


so wird auch U_, aus der nächsten Scheitelreihe zur Rechten desselben - 


gebildet, nämlich 


- 
- 


ENG an LIE AU_, lu US eat a DI 4 MU, —— ; a . ® [} N 
Nach demselben Gesetze wird wieder statt jedes Gliedes seine nächste 
Scheiteleeihe mit abwechselnden Zeichen eingeführt 
GERT ıTT Kr 2 Rs 
U=U-ıU + U, -4«ıU, 
- AU, + AU, — AU, 
21T 3tT 
nie A U, An A U 


Tr % 3% 
- AU, 


+ +++ 4 


U, = 2U - 2 N U REN DD ar U 
Der Weg von dem vorhergehenden zu dem folgenden Gliede ist vor- 


gezeichnet; ist die Reihe für 


2 
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ıl=-ı 


RB ge ne re Ur. re 
1 


gewonnen, so besteht der Uebergang zu U_, darin, dass die Glieder der 
Reihe ” 


PR ER BUN AD -— AU He 


-n RR) -(n=-1.) -(n=-1) 


durch Reihen ersetzt werden, welche auf dieselbe Weise gebildet sind 
als die Reihe E. Es entsteht durch ein gleiches Verfahren wie in $. 2 


folgende allgemeine Reihe: 


je: 


ıl-ı al=-ı 3l-ı 
ARRELLR ran EDER AU, dr a, AU, +. ae 
2 - 


Diese beiden Gleichungen 4 und 5 geben das Gesetz an, nach wel- 
chem ein Glied der Haupthorizontalreihe aus den Gliedern der Haupt- 
scheitelreihe gebildet werden kann; dieses Gesetz kann auch in folgenden 


Zeichen vorgelegt werden: 


Hl, 


A° U 
AU, 


RU, 


+n 


AUr 
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Eiue zweite Bildungsweise aus Gliedern, welche nach einer andern 


üchtung im Schema liegen, ist folgende: Es ist 


Umzei..U°+.4D, 
A.Brism KÜR an 
AU_, = AU + A’U_, 
AÜ_, AU, + AU, 


e ® ® “ . s “. ® ® ® 


Durch Zusammienzählen dieser Gleichungen entsteht die Reihe 
U = U Hal AU rl Net. 


sie zeigt, dass ein Glied U, durch eine Reihe gebildet werden kann, welche 
in der Mitte der Haupthorizontal- und der Hauptscheitel-Reiheliegt. Nach 


demselben Gesetze wird das folgende Glied U, gebildet 
U, = TV-+ U Hr AU + AU, EUER), 
und so auch nach demselben Gesetze jedes Glied dieser Reihe, 


U,=U +4U, +ıa U, +xU, + A 
+ AU, + AU, + AU, Ha, + 

TE ir EB EN I 
ah 
Re 


> 


+ AU, +4 U, 


oder 


Van UHR AT el 7 Ra DE, 


* 


Ist nach diesem Verfahren U,_, in eine Reihe entwickelt 


1 


al-ı 


- ıl=-ı pi 
Bas ar) SAFT ae ARE ne A 


u=ı 0 ılı id 
1 
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so wird das folgende Glied U, gefunden, wenn in der Reihe 


U =TU,., +ıWU, Hal; mau 


n=1 3 n=4 


En ® ® [7 » ® 


für jedes Glied eine Reihe eingeführt wird, welche nach demselben Ge- 


setze wie F gebildet ist, nämlich: 
U=U-(4), .a'U, +04), .AU,-n41),.2U,+..... 
+ AU, -nH),  - AaU,+nH),.U,-.... 
+ AU,-(-uH),  -AU,+..... 
ER SA DE a 
u NAT 


Es entsteht, wenn die Vorzahlen wie. in $. 2 vereinigt werden, die 
Reihe 


ıl-ı al-ı 3t-ı 
7) U.—U, Near, A'U_ Be 2 A, U en) AU as 


EL . = 3lı -; 
1. ii 1 


Nach dieser Gleichung wird ein Glied: U, der Haupthorizontalreihe 


auf der rechten Seite aus den Gliedern 


welche auf der linken Seite liegen, gebildet. Es ist noch übrig, das Ge- 


setz für U_ ‚ aufzusuchen. Es ist 


3 * 
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ferner ıst 

a = A'U_, 

KR 

PERS SKIEL EEE N SARU 


= U -2: U, Hr 


[2] 


en 
I N 
ner 
I I 


eben so ist 
Ur U Sera US 
i 2 2 
0 -2.AU,, ir AU., 
- KU +2.4U,- AU, 


=— U 3.20: 043.220, > 28 


Il 
a 


Ist die Reihe für U gefunden 


-(n-1) 


ıl-ı 2l-ı 
U Gi Ne. ee 


IR ER br ee ılı a I 


1 SM 
so besteht der Uebergang zu U_, in der Vereinigung der beiden Reihen 


Lern AR NE U 


u -(ü-1) 


U, -(n-1), . AU, +(n-1),. AU, - (n-1),. PU, +..:-,..%: 
= 3,00 +(0-1) » AU,- (a-1),. MU, +. ..7.... 


wodurch folgende Reihe gewonnen wird. 4 
Tu 2l-ı 3l- e 
n' n | ae 
5) U WE 113 ‚AU, +— D AU ,- 0 AU,+ ka 5 NE el" 2 2er » 
1 1 2lı z | slı 


Beide Reihen 7 und 8 sind denselben Gesetzen unterworfen; sie geben 
vereint die Entwickelung eines Gliedes der Haupthorizontalreihe aus Glie- 
dern, welche zur Linken in der Mitte der Horizontal- und der Scheitel- 


reihe liegen. 


a U | KU,, 


5 
aLe 


\. 6. 


Die Glieder U,, und U_, können auch durch Glieder gebildet werden, 
welche der Scheitelreihe näher liegen, als die vorigen.: Es ist 
US ZU HN U, (A 
und auch | 


U, U + 2U,+ U, (B 


Ferner ist 


V=TU.+'4UV, 
Der erste Theil U, kann nach A und der zweite A'U, kann nach B 
gebildet werden; hiedurch entsteht | 
Bel UrH SAL 
+ AU, + AU, + AU, 
= U, #2.20,4 AU, + 20, C 
Der erste Theil U, kann auch nach B und der zweite Theil A'U, nach 


C gebildet werden; es wird hiedurch 


a EEE E97 R 


-2 
+  A'U,+2.40, +4U, +4U, 
al Se USE AT: a AT. (D 
Ferner ist | 


V.=D +4U 


2 


Wird der erste Theil U, nach C und der zweite Theil A'U, nach D 
gebildet, so wird % Ä 
VD: U FH ARUrr Ur 

| + A'U, +2.A°U, +3.4°U, + AU, + AU_, 

= U, +3.4'U, +3.A°U_, +4.4°U_, + AU, + A’U,, (E 

Wird aber der erste Theil U, nach D und der zweite Theil Bu 
nach E gebildet, so wird 
U 932,202 73.2 USE AUS NU 

+ AU +3.4°U_, +3.0°U_, +4,00, + AU, + AU, 
=U +3.4U, +6 AU ar ER El +a U, + AU, (F 
Die Reihen, welche durch dieses Verfahren entstehen, haben fol- 


sende Gestalt: 


U=(n,).U, + (n,1).4'U, + (n2). AU, + (n,3).a’U, + (n,4).A°U,, 


+ (n,5) . A’U_ RE (G 
und 
U.—(10)'.UÜ; + (1,9% AaU,+ (m). AU, + (2,3), UL, Hr ln, RU2 
a A ICH A (H 


Um das Gesetz der Vorzahlen aufzufinden, wird in der Gleichung 


U=U,+.U 


1 n=-1 


der erste Theil U,_, nach G und der zweite Theil nach H gebildet 


U = (n-1,0),.U ae 1).A'U, + (n-1,2).A’U_ (Dt, 3). A’U_, +(n-1,4). a’U 
EBEN LESUNG ER 
+(n-1,0)'.A’U, +(n-1,1)". AU_ +12)". u Are 
+14). 2 U,+r. 0... 
clann wird der erste Theil U,_, nach H und der zweite Theil A'U,_, nach 
G gebildet | 
U,= (n-1,0)'. U +(n-1, „ A'UL Mi, .A’U_ +{n-1,3)'.A’U_, +(n—1,4)'.AU_, 
2. + (n-1,5). A U,+..,.: 
+ (n,0) .A'U_ + (ni) . AU, + (n,2) „AU, + (n,3). are 
+ a) ar AR 


7 
25 


Nach diesem ergeben sich folgende Bestimmungen: 
(n,0) mio) | 
(n,1) = (n-1,1) + (n-1,0)' 
(n,2) = (n-1,2) + (n-1,1)" 
(n,5) = (n-1,5) + (n-1,2)' 


und 
(n,0)'= (n-1,0)' 
(n,1)'= (n-1,1)'+-(n,0) 
a) a-1,)'+ (m) 
(50 (ur, + 0,2) 


und aus diesen folgende unabhängige Bildungsweisen 


(n,0) =1 I: SUOUE, Freip! 
N mi 
(De Fe (n,1)' ra ER 
2 (n+1):° 
RN FOCH Et we 
ge Me (nr): 
BULL rar ae anne? 
(a) 2, ar) 
(H,2) = Var azR (n)' = By nam 
(+3) ar) \ 
a 
u) _ a3)" 


Es ist folglich | 


f nl nt ; n-+ 21-8 D-+H1 al=-ı Re 
9) U=U+ 13 L) AU,+r 2lı ® u ® pe, SEO ” A"U-, 
s 1 1 a Kos 
l-ı 6l-ı 
(n+2)° : (n+2) " F 
ERRGNB ® A Meere [} A U,+ [7 . » 0) . 
und | 
RER | BERN, . (n-H vor A (n+2)* } 
10) U =U + ——.4 U +... A Until. rue.» U: 
hans Ab Di There 
tal) N ns 
ee ‚AU_,-+ Sag N 


Diese Reihen gelten nicht allein für das bejahte n, sondern auch für 


das verneinte n; denn es ist 


u ; 0 IR 


UL=U-ıU08 (A 
und 


U — U DR AU, An EB Ä (B, 


Et Q 
Ferner ist 


Un —!Di:- U! 


> 9 
Dieses Glied U., wird nun auf zwei verschiedene Weisen gebildet, 
und zwar entweder der erste Theil U_, nach A, und der zweite Theil A'U_, 


nach D, 


HUN mm U un, AN, 
-— AU, +4 U, - ‚AU, 
er rn 1 2 TE tea, x. 
= WERTE RU Ta “et 


oder der erste Theil U., nach B, und der zweite Theil 4’U_, nach C, 
U,=T-rU, + 2U,, 
7 1 2 3 M| 
- AU. +72. AU, - AU, +AU, 


=TU,-2.4U, +3.U, - SU, +4U, ee. 


Ferner ist nach GC, und D, 
a 
re OR 


AU, FTAU, — "AUS, 
- AU,+2AU, -3.0U,+ KU, -AU, 


= U, -3.4°U,+3.U_, -#4AU, + AU,- U, (E\ 
und nach D, und E, 
U UF 2A: +3. AU: = 020, + KB 


er 
- AU,.+3.0°U, -3.AU, +4.A°U, - AU, + AU$, 
Eee“ ı 2 3 4 5 6 | 
—_Wr3raUu #6A U, 48 U, +5.AU,, = SH Ur (Fr 
Durch ein gleiches Verfahren, welches oben vorgelegt ist, ergeben 


sich folgende Gesetze für die Bildung des Gliedes U_.: 


ıl-ı 2l-ı 0 
11) Tl a N . A’U_,+ ER PU,, 


& Pe FELL 
TOR Fe n+2) 1" I (-n+2)"* 
Fun “A Us ER a ee gel. he AU, u ter. 


und 


ba x al-ı 3l-ı 
12) U,=TU, ea, ‚AU CASE Ne are „AU:, 


Sr 


(-n+2)*" 


Er 1-ı 6l-ı 
h (2) 5 (—n-+3) i 
- NERSEIEIETE 7 A N Tree ” A U + &lı . A U_,+ .» 0 eo 


Die obigen Reihen 9 und 10 sind also ganz allgemein, und gelten 
sowohl für das bejahte als verneinte n. Vorzüglich merkwürdig ıst bei 
ihnen die ganz besondere Eigenschaft, dass keine der Reihen “unendlich 
ist, welche Eigenschaft keine von den Reihen, die in dieser Untersu hung 


vorkommen, besitzt. 


„ 


| | ASU N“. 


| aU,,| aU,,| 


AU,, 


7 


Die Glieder U,, und U_, können auch durch Reihen gebildet werden, 


welche auf der rechten Seite in der Mitte der Horizontal- und der Schei- 


telreihe liegen. Wird nämlich in der Gleichung 6 


ara 


RE 


EN q qatı 


nach N 3 statt A’U, gesetzt‘ 


pl=-1 


er 3 a yl-1ı 
ME (ung, (4 Pt) i 


2L, 


so entsteht die zusammengesetztere Reihe 


ql-ı be pl-ı ql-ı 4% pl-ı \ 
es hr . (q P) wU En 2 (g-P -1) A’UÜ 
p Lu yplı p ja qrlı y+1 

* Pe 
welche der Forderung Genüge leistet; ihr kann eine einfachere Gestalt 
gegeben werden; denn, da der erste Theil verschwindet, so lange q 
kleiner als 2p, und der zweite Theil Null wird, so lange q kleiner als . 


2p+1 ist, so ist nach Analysis Seite 207 N. 317 


> [2 ur SER j a ner | (n— np)" j a)” Br (np 
q { a" RR nr Rn pri)" qpralı 
und 
& ie ee zn"  (g- (9-3 1 ale 3 y (n- n2p-1)""" (p-H1)"* pr 
ur Te Tr slı 4 (2p+2)"" ra yo 


Das allgemeine Glied der neuen Reihe ist also 


Bea. .: Nele, 
ee ) ER EU, + (n— a AU, 
1 ılı, 1 Ai pri 
"mithin die Reihe selbst 
ol=-ı ıl-ı al-ı 
a ee, ‚u, Dany der SR, EEE 


PT SWEET 
1 


DR AL et as AU, or m a: a 


EL 


Diese Reihe ist ganz allgemein, sie gilt sowohl für das bejahte als 


verneinte n. 


| a°U, | Ir u,.| 


x er 


7) 
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Diese Reihe geht in eine andere über, wenn in ihr 
‚AP ER p i prı - 
MU, = MU, +4 U, 


gesetzt wird, es entsteht folgende: | 2 


nen ıl-ı 21 x | 3, al-ı ö 
14) Vet u U m AU re = MU Hal 
1. 


ol-ı | 18 ol-ı a3l-ı 
u 9) n-3 n—4 ; 
Res AU or 5 —ı. AU a “ Us X 3 AU, Paaım 


welche auch sowohl für +n als für -n gilt. 


+ 
> 


Bun, en "u 
a ae 
|»*u, |»°u; | 
8. 


Aus dieser Untersuchung geht hervor, dass U, durch Reihen gebildet 
werden kann, welche nach jeder Richtung im Schema hin liegen. 


Stirling hat folgende Reihe gefunden: 


| 15) U, == AA U, + A,AU, an ASTA U, / 


| + A,A’U_,+ A AU + AA) 
FALL D.. rt AM BAU AD, 


SE: 


+. . . ee . + . . u" 


+ AA U, 


Ant | | AU, la U,,| 
MU_, U, | 
Ar 
IA UFTKUN 
Rue sah, EN 
vu u, | 
AU 


3 


. Es bleibt hier dem Leser überlassen, ob er zur Auffindung der Vor- 
zahlen diese oder eine andere Methode wählen, oder ob er noch nach 


andern Richtungen, welche oben angegeben sind, U., entwickeln will. 


| a WW 
Das Zeichen A zeigt den Uebergang von einer Horizontalreihe zu der 
nächstfolgenden Horizontalreihe an; führen wir für den Uebergang von 
einem Gliede zu dem nächstfolgenden Gliede ‚derselben Horizontalreihe das 
Zeichen D ein, so dass 


MUS —IUN NE Il 


0 - ı 


Dr DALE UN ee 
und 


| 


ne NO SE LE Ir er 
so können wir alle gefundenen Wahrheiten durch folgende einfache Glei- 


chungen bemerkbar machen 


16) AU — (0 - FU 


17) EU N Ha) 


denn die Gleichungen 1, 2,4, 5 werden durch das Binomium in gewöhn- 
licher Form dargestellt, die Gleichungen 7 und 8 entspringen aus dem 


Binomium 


BE j Are A 
UM gr ai 
. ‚oder r 

18) a + = U 

BR = 
und 3 | 
re A +n 
19) ee u= (1-—) U 


die Gleichungen 9 und 11 sind die Entwicklung des Binomiums ın fol- 
gender Form: 


20) a Ar es 


an ET. 
+A, (=) x +A, — x; 
I+X 1+X 
Kr wi 
la 
1-4-x IR 
/ 3 3 
x “ 
+ A, cs x HA, (=) x: 
1+X s 1+X 
je ® ® ® ® } » 0} . ® ® 


10 und 12 ın folgender 


1 
\n er BR: 
21) (IHR) 2a Ar + A,: =) 
| | 1+X P 
xl x | 
fa] en (a) 
14x 1+X, 
RE a ge 
IA, BE x +A, ei = 
AHX 14x). 
3 4 
Sn X 
+A, a x HA, Se 
AHX | 1+-X 
> -R . ) . . . e a- P) . a 
und 13 ın folgender Form 
227 4X)" == A, (RR + A, (Rx 
+ A, (x) + A, (x)’x’ 
+ A, (Hx)’x’ + A, x 
Pr + D D D D 0 ° D . O D 
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und von derselben Form ist die Gleichung 3, welche .entsteht, wenn in 
22 gesetzt wird n+1 stattn und durch 1+ x gemessen wird. Später bei 
der Theorie der Reihen und bei den wiederholenden Functionen werden 
wir auf diesen Gegenstand-wieder zurückkommen. 

Verschieden von diesen Entwickelungen ist jene, welche aus der all- 


gemeinsten Entwickelung des Binomiums *) 


n 
en | E 
a N RU ER DEN al a 
n+h 1 (a+bx)'* 
n (n-+2h) (n+2h-1) guest 1 x? z 
_————e m, 9 
n-+2h a: (aba) 


n  (n+3h) (n+3h-1) (n+3h-2) ee 
-——— 1 ll 10.0.0008 «DD v—_— 
n+3h re (a+bx)°* 


> ® [} ® ® u ® “ “ ° [} Ber ® ® ® s ® i- ‘ 


entspringt, wenn a=b=1, x=A also 4bx=144=0g und 


x? 


a N al RE 
abe ArIHA)T AUT U AU, 


gesetzt wird; es ist 


z n 
ZI 07 — ER. 
n 
E hi 1 n+l 
n1- a f} In . 5 BIF 
anthir 4 
19% n+2h) (n+2h-1 ; 
RB - (n+2h) m+2h=1) 2 A’U_,, 
n+2h Vu En j 


n  .(n+3h).(n+3h-1) (n+3h-2) PÜ 
Drsh 9, SUNERE 27.3 


-3l 


1“ . . [} . . a] E ® ® ® u ” % ” 4 


wo h sowohl bejaht als verneint sein kann. 


*) Diese Reihe kann aus der Gleichung 48 Analysis Seite 66 hergeleitet werden. 
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Wird aber a = -4, ’b=ı1, x=n also“ 
REN area DO man | # 
und . } 


Ä 
3 ) ı >, +pl. ER? "ph " 
ea 


gesetzt,- so wird 


24) PEN U, 
“ n 
ieh AU 
= n-h 1 2 


lee (nah) (n—-2h-1) :a@U, 


naher 0 | 
(ae (n-3h) (n-3h-1) (n-3h-2) ä KT, 
DI N 


RE, 


Zweite Abtheilung. 


UNTERSCHIEDE DER PRODUCTE. 


\. 10. 
| ö. 
Statt der Reihe “ 


I RR HA AS DE a Ba a 9 a Br a U SR 
le die Reihe der Producte 
z 22,0% > R2208 2 22:02 B) Er: 07 2 2,0; 2 Dee), I 120R A 


zu Grunde gelegt, und das Schema aller der Reihen, sowohl jener, welche 
durch Abzählen je zweier auf einander folgenden Glieder entstehen, als auch 
derjenigen Reihen, aus welchen die vorgegebene Reihe durch Abzählen 


. je zweier auf einander folgenden Glieder entstanden ist, ‚sei folgendes: 


en 


IC0D , „v 0w „v ICE v je 
con „v > 


Om v RE 
con Con. 
KENT CO’, v TE 


4 
sr TE TEE 5.2 Zug m an 


OD. |COD._v 
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N 


on. = 


7) T- 


g08 v a) =: 


Ö’D,_v a le 
O’d)._v Br 
OD ee 


en CoD 


a 


70-0, v 
GER eo. 
\eow..r 


COnr OD, 


eo 
FOTD ;v 
EOED ‚V 
oV 


Aue 


DR 


Die vorgegebene Reihe mit allen ihren abgeleiteten Reihen kann als 
ein besonderer Fall von der ersteren U,, U,, U,,.. . angesehen werden, 
in so fern ihre Glieder die bestimmte Eigenschaft haben, dass sie Pro- 
dücte sind. Sie kann aber auch zugleich als eine viel allgemeinere Reihe "- 
betrachtet werden, indem aus ıhr die erstere Reihe U,... entspringt, 
went einer ihrer Bactoen 0.1, AA 0 EN =. 


gesetzt wird. T 

In ersterer Hinsicht, wo sie als eine besondere Reihe erscheint, unter- 
wirft sie sich auch allen Wahrheiten, welche in der ersten Abtheilung 
gefunden worden; es ist nämlich nach N 1 und 2 


al-ı 


ı a 


3) EM =P..(. er 


und 


ıl-ı | Be 2 
20). Re SE e 


x en 


“+ 


so wie auch nach 4 und 5 


n 


ıl-ı 21-1 
Er AP-O)r Te 


und nach N 7 e 


“> | ıl-1 2l-ı x 
ER Re. ey 


a De 


sowohl für das +n als -n; und so auch nach den übrigen Reihen .... 


In allen diesen Wahrheiten kommen P und Q) immer vereint mit den- 
selben Stellenzahlen vor; der Zweck dieser Untersuchung ist, sowohl 
a"(P.Q) als auch P,.Q, aus Gliedern zu bilden, welche in den beiden Schemas 


& und ß nach verschiedenen Richtungen liegen. 


Zuerst werde in der Gleichung 


1 


sl- 
ws 
ur ? U y 


> 


A" (P,-O,) = z, (-) 
statt P_. die Reihe 


n=5 


‚\bl=ı 
Pu (n-8) 
ns Ten h et 


eingeführt; dadurch entsteht die Reihe 


wo Ss 


PART Bo hy—0% 


en 
muzee 


0, 


37 


hl=ı 
x nn (n-S) " 
A (Bi .O)=232 Ge For N Pate 
oder, wel 
yazı A Erd pm (n-h)"" 
| ge TE re N gel 
die Reihe 
b hl-ı sl-ı 
Kur ng n : u 
A (P,. Q,) — 2, = aa . AB... 2, (« —)' ei Q.-. 
Wird zuletzt nach N 1 
(u-h)": = 
2,0 -) WEISE BIS =A N 
gesetzt, so wird 
nr! 
u a. h n-h 
A CE = Q,) Trerg =, gu A B: „A a 
oder 
nt n': 
29) ANEOE e  N BRa) E  AS  ASSER 
1 ji 
al-ı 
n ä en 
NG DA EL RER. 


Diese Reihe gilt nicht allein für das bejahte sondern auch für das ver- 
neinte n, denn die Reihe N 1, welche hier zu Grunde gelegt ist, ist ganz 


allgemein. 


4 2. 


Dieselbe Reihe lässt sich auch durch ein ganz anderes Verfahren auf- 
suchen. Es ist nämlich 


MP,.Q,) — BA) - FE 


x 


AP.,Q,) = 'Sash) % PO ar P,.®Q, ® RED, 


N 


und, wenn P,.Q, ab- und zugezählt wird 


38 


oder 


30) PRO) AT U 


Diese Gleichung enthält das Gesetz, nach welchem die Entwicklung 
| RR 


von a"(P .Q,) verfolgt werden soll. 
Wird von dieser Gleichung der Unterschied genommen 
x(P,.Q,) = MP,.&£0Q,+4P,.0,) = AB,.4'Q,)+4(4B,.O,) 

so missen die Unterschiede dieser Producte nach der eben erwähnten Vor- 
schrift 30 gebildet werden; R 

AP, .4°Q) PROF RP ND 

MAP, . Q,) LA RR 
wodurch folgende Gleichung entsteht: 


2 IE zu 0 2 1 t 2 of 
AB SON SSAD AO EEE OT RRTETT EN, 


| 


I 


Der Uebergang von der vorhergehenden zur nachfolgenden Gleichung 


bleibt unverändert; ist Ä 


ıl=-ı 2l-ı 
n—i n—1 BEA 
EBO; ee; »P.AQ, + u APHR er AP. Oh. 


gewonnen, so entsteht dadurch, wenn jedem Producte A vorgesetzt, und 


nach der Vorschrift 30 
A(aP,.a77Q,) == AP, 070; artBl ae Br 


xp xp 


aa 


ılı. 


eingeführt wird, die nächstfolgende Reihe 


ol-1 
A(P,. Q,) — AR, j 0), + nl) A A . "0 un 


yoh 1 


eb AR Ce 


Er DEBE: | „dm Hi 


TREE 3 za 
1 | 4 


oder da 


(n-1)7 7. m)" ei 


—— 


 qasılı N RENT are 


39 


die Reihe 


a 


31) Areal), = AD RO r u PR an OR ne 9 


Dass diese Reihe auch für das verneinte n gilt, kann auf folgende 
Weise dargethan werden: In der Gleichung 30, aus welcher die vorste- 
hende Reihe entsprungen ist, werde jedem Producte A°' vorgesetzt; es 
wird, da aa" —=u?° ist, 


BEE RR Or HAB: ,) 


oder wenn A”'() statt () gesetzt wird, 


- 


32) a a U ee N ee) 


Nach dem Gesetze, welches diese Gleichung ausspricht, lassen sich 


nun mehrere Gleichungen bilden: 


A ID AD AAO) 
= ap. O)=- MP ,A0Q, + AB Eh 
BR BAER AN AA BE. A705 


Ra AO) a MOD SATA 0), 


» . . . ® ® . . ® ® LI ® ® . . I} » . . 


welche durch Zuzählen folgende Reihe erzeugen: 


aA ON EB KB. Ag: + AP,.2°0, - AP." O,+..-. 


Der Uebergang von A’ zu A” besteht darin, dass jedem Producte 
A°' vorgeseizt, und jedes Product nach demselben Gesetze, welches in 
dieser Gleichung liegt, in eine Reihe entwickelt wird, nämlich 
KAP BD A A PP 2a0 HABA en 
SER BNAROS + BARP AGO Fan 
KATI IF 


SEE TE 
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Das Verfahren bleibt unverändert, und führt zuletzt zu der allge- 


meinen Gleichun g 


{ ıl-1 
33) AP .O)=aP a0 


vo gt 0 NEFR,E alı GE v2 


welche auch in der obigen N 29, die auf einem andern Wege gefunden 


worden, enthalten ist. 


Diese Reihe gibt zuerst Taylor; den speciellen. Fall, wenn n = 1 ist, 
gibt, nur in anderer Form, Condorcet in seinem Essar sur P’Application 


de Analyse a la probabtlite des decistions p. 163. 


0.233190: 


Die Gleichung 32 ist noch einer andern Umformung fähig: wenn 
nämlich A”’P_ statt P und A’Q_, statt Q gesetzt wird, so geht die Glei- 


chung 32 über ın 


By, -1, a RA “ı/,-1 E 
3#) KB Er OR ERE 
Nach dieser Gleichung können mehrere gebildet werden: 


Auch E Q,) = A®R, s Sr ar: AIRUASUES, r 2.0 
Er AKAT.D, ie Malbiok 


| 


= ABO ANA A) 


V-2; 


+ a(a”P .2Q_,) a Ba er a Er EN 


v-3 


= man BA AL A Or Aa, A 


x 


en er re 


+ > . . . or . . 


welche durch Zuzählen zu folgender Reihe führen: 
2 — ml 2 1 -3 2 -4 8 
A Pr. O)=i P;-Q2, - AEB, 220, HARD 20, RD, 2 OB 


Auf gleiche Weise wie im vorigen $. wird diese Wahrheit zu einer 


- grösseren Allgemeinheit erhoben; die ‚Reihe, die entsteht, ist 
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-n a: Tıp 0) n)e 3 ">-ıp ı() („n)° a-2pD 2 
39) A RR —" ES A amper 1 ur „A N tale „A re 
welche auch schon in der allgemeinen Gleiehung 31 enthalten ist; denn 
sie entsteht, wenn in jener das letzte Glied zu dem ersten gemacht und 


-n statt n gesetzt wird. 


‘. 1A. 


Die sämmtlichen hier gefundenen Wahrheiten entspringen aus dem 
Binonmum, und es ist, wenn sich 1,,4, auf den Factor P, und Q,,4 


auf Q beziehen, nach N 25 und 2%6 


4 


36) *(P.0) =(o,0,-1). PO 


und nach 27 und 25 
u) ee 

und da 

Ang — U, U „—i = (144) (1+4,) -1ZAA +A ra ZA, (4, +1) +4 AD, +A 
so ist 

35) (P.OYZ (Aillat+Aa PO 


welches auch mit den Reihen 29, 31, 33, 35 übereinstimmt, 


15. 


Ausser diesen allgemeinen Reihen, welche für jedes n gelten, lassen 
sich für ein bestimmtes n und zwar für n = - ı besondere Reihen ent- 


wickeln. Das Verfahren ist ganz eigenthümlicher Art, und besteht in 
Folgendem. Es sei 


ß 
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gleich einem Producte, wovon ein Factor P, angenommen und der an- 


dere Factor A gesucht wird. Wird 4”: durch 4’ aufgehoben, so ist nach 30 
P.O0=ıA. DB =A.A + AA.P, 


Es wird 


d 


P.O 
Ah 


angenommen, und B bestimmt durch die Gleichung 


o = B.AaP,+ BD .A (= + P,.AB 
| ap 


Es wird 


angenommen, und GC bestimmt durch die Gleichung 


| 10) /P.O \ 
F erner wird 


RUND, et 
an > 


/ 


\ 
\ 
\ 


angenommen, und D bestimmt durch die Gleichung 
| P P P.O\ 
o=D.4AP +P.ıI—. el) ro 


Wird wieder 


angenommen, so ist E durch eine neue Gleichung zu bestimmen. Die 
Gleichungen, durch welche A, B, 6, D, E,.... bestimmt werden, 


befolgen ein gemeinsames Gesetz, und erzeugen folgende Reihe: 


a: ‚oO u 
39). a,b. P a 
DEU A (- SEX 
eo SP = 


Diese Reihe würde Euler (Differentialrechnung 2r Th. 7s Cap. 
$. 190 — 196, Uehersetzung Seite 223 — 229) durch sein Verfahren 
erhalten haben, wenn er die Idee der Annäherung nicht zu Grunde ge- 


legt hätte. Die folgenden Reihen erscheinen hier zuerst. 


‘. 16. 


Die Gestalt der Reihe hängt von der Gestalt der Gleichung ab, welche 


unmittelbar aus der Grundgleichung 
A(P.O)J=P.A 
| hergeleitet wird. Wird, nachdem A”' durch A’ aufgehoben ist, der Glei- 
chung folgende Gestalt gegeben | 
EAN ABA PAR HB A 
so wird auch, obgleich das Verfahren der Herleitung dasselbe bleibt ‚ die 


daraus entspringende Reihe eine andere Gestalt gewinnen. Wird 


0 


6* 


ee 


also 


ARNO 


— u 1 + N 
A AP. B., ® 
angenommen, so wird B bestimmt durch die Gleichung 
9. —=.DıABr = Pl) + AP,B 
| ab21 
und wird E 
11 18 9) 
nn A 
DZ. Fp | 4bS Bi 
also 
P Pr.) 
m EN a. 
5: RD.* | abi: Ko 
angenommen, so wird C bestimmt durch die Gleichung 
N u | p p .o ° ‘ 
o— = a a A D 
Re EN EA N | N ))+ ro 
Wird ferner 
P r PO £ 
TE ER SER ne 
ER NT E | ap m 
also 
PA RN BE Or 
— UN PAS 
Ga AP_, AP_, r Abs} Be 


gesetzt, so wird D wieder durch eine Gleichung bestimmt, welche die- 


selbe Gestalt hat, als die vorigen für B und C. Der Uebergang vom vor- 


hergehenden zum folgenden befolgt ein unveränderliches Gesetz, woraus 


folgende Reihe hervorgeht: 
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40) 1(P.Q) = P.| a: 9- 


AP_, 
3 eg 
OB NSAP. 


1. 1. 
Diese beiden Reihen end aus der Gleichung 
BEOEROKZUPNN 
entsprungen. Wird statt dieser die Gleichung 
| or a" P.A 
zu Grunde gelegt, so ergeben sich durch ein gleiches Verfahren zwei an- 
dere Reihen. 
Durch das Aufheben des A”' vermittelst A! entsteht die Gleichung 
BE ZI EEASEESAN DI AA AR 
Wird x 
A=0Q0+B 
angenommen, so wird B bestimmt durch die Gleichung 
o—=B.P + 4Q.a'P, + aAB.a”P, 
Die Annahme von 
Asp. 


B=- Se 
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zieht die Gleichung 
o—_CP- ea 0) + aC.KP, 


nach sich; die Annahme von 


die Gleichung 


a a a Fr 


und die Annahme von 
\ 


re AP Amp, 
a RER NR Dun 
D r | E Bi o))+& 


eine ähnliche Gleichung nach sich. Die Rechnung behält den einmal 


angenommenen Charakter, und die Reihe, welche sie erzeugt, ist 


A AN. 0) ee 


hi UN 
P % 
AB APR x 
\ ı AO 
gr pP a | P 
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18: 


Eine zweite Reihe entsteht, wenn der ersten Gleichung eine andere 

Gestalt gegeben wird; denn wird 
9.07 1 GRUDNA NER AR RNAN 
gesetzt, so entsteht durch die Annahme von 
A=0+B 
oder. | 
5 An4Q:.HB,, 
die Gleichung 
| DESSDEBE HR BRAD IHBAR ABS, 


durch die Annahme von 


oder 


die Gleichung N 


ine CE — AD: A P= id 0.) a u ‚AG, 


E a | 


und durch die Annahme von 


Ach Au 
Ze A A 
C > | PB O2 +D 
oder 
Nur Aa”'P 
2 = .4|— a 
ee] 


02 DEE + ABA (Feel ) + AUF ,AD,, 


u.s.w. Die Reihe, welche hiedurch erzeugt wird, ist 


4‘ 


43) 2°(P.Q) = a”P.| +Q,, 


u (nie. 
el) 
ee 

0 


Andere Reihen entstehen, wenn 


AA en al 15 


AA=Q+Bin!. 16 


ASS ar + B ın $. 17 und 


We nr in &. 18 
I, 


gesetzt werden. 
). I0. 


In besonderen Fällen erhalten diese Reihen eine einfachere Gestalt; 
ist"zeB,. | 


RE eo 


so wird aus N. 39 


und aus N. 40 


44.) Dune 


Dritte Abtheilung. | 


UNTERSCHIEDE AUF GLEICHE WEISE GEBILDETER 
FUNCTIONEN. 


_ 


Zerlegen der Unterschiede ın Factoren überhaupt. 


j. 4. 


Die Untersuchung, welche in den beiden ersten Abtheilungen in der 
grössten Allgemeinheit erhalten wurde, gehe jetzt über zu Functionen, 
die auf gleiche Weise gebildet sind, und. sich nur durch verschiedene 
Grundgrössen unterscheiden. Diese sind, wıe bekannt, die Grundlage 
der Differentialrechnung; aber bevor wir zu dieser merkwürdigen Rech- 
nung übergehen, wollen wir diese Functionen einer Untersuchung unter- 


werfen, welche bisher die Mathematiker ganz übergangen haben. 

Der Gegenstand der Untersuchung ist- die Reihe 
.. . f(x-sh) , f(x-2h), fix-h) ,: fx, fix+h), fix+eh),, f(x+5h) ER Rn 
oder ‚ wenn die Zunahme der Grundgrösse durch Ax bezeichnet wird 


es AKERAUR), Ir - 1ER, URE a Sams, 
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Die Untersuchung bleibt nicht bei dem einzelnen Falle stehen, wo. 
die Function nur aus einer Grundgrösse gebildet wird; sie dehnt sich 
auf Functionen von mehreren Grundgrössen aus, als 
or f(X,—24X,,X,—24X,), IX, -AX X, —AX,), IX, x,); x, +4X,,x,+Ax,), > 
und 

Fr - r et r = f == 
= fx, = AX,,X, AX,,X, \ AX,), CH X, x,) f{X, +Ax,,X,+ AX,, %,+ AX,), Se 
U..8. W. 

Wird die Zunahme der Grundgrösse durch D angekündigt, so ist 
die Bezeichnung der Glieder der Hauptreihe folgende: 
nee na DI sn ef, NER yn.. 
und sind in der Function mehrere Grundgrössen, 

-2 -2 4 e -i -ı j 1 1 nr ? 2 . £ 
ee D x1 ER; M xi Ü,, (E5X,) EX5R,); [I xı D,,1x,,%,); U x1 LER, AL 


oder auch gi 


rn IS, f(x,» x); ir x2 I, x,), 1X ,x,), | iM) Es 1x; x,)» DO RR f(x, 3, re 


und so auch, wenn mehrere Grundgrössen vorhanden sind. 


Ve: 


Der Unterschied f(x + h) — fx lässt sich immer in zwei Factoren 
zerlesen, wovon der eine Factor h die Zunahme von der Grundgrösse 


x, und der andere Factor eine Function von x und h ist, so dass 


> 


Hay ar = I HryBmns h oder Pr a . AX oder. — Ar .AX 
h AX AX 


Diese Behauptun & bewährt sich bei allen einfachen Functionen, deren 
Begriffe die Analysis entwickelt hat, und auch bei allen Functionen ‚welche 
aus (diesen einfachen Functionen zusammen gesetzt sind. | 

Diese Wahrheit ist die Grundlage dieser Untersuchung über Unter- 
schiede und der spätern über Differentiale, oder vielmehr ‚die ganze 

s 7% 
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Untersuchung besteht in einem stäten Zerlegen der Unterschiede in zwei 
Factoren, wovon immer ein Factor die Zunahme der Grundgrösse ist. 
Bei einer Grundgrösse und bei einer einfachen Function ist dieses 
Zerlegen des Unterschiedes in Factoren keinen Schwierigkeiten unter- 
worfen. Kommen aber mehrere Grundgrössen, sogar doppelte, drei und 
mehrfache Functionen, oder Functionen von Functionen vor, so sind bei 
diesem Zerlegen in Factoren gewisse Gesetze zu befolgen. Unsere Auf- 


gabe besteht jetzt darin: 
«) dass wir die Gesetze oder „Vorschriften aufsuchen, welche angeben, 
wie ein oder wie RS: Geschäfte auszuführen sind, 
ß) dass wir untersuchen, ob vorgeschriebene Geschäfte in einer an- 
dern Ordnung vorgenommen, und x 


y) ob sie sogar durch andere Geschäfte ersetzt werden können. 


en} 


Wenn die Function zwei oder mehrere Grundgrössen x, y, ner, 
enthält, und wenn von ihr zuerst der Unterschied in Hinsicht x und 
dann in Hinsicht y genommen werden soll, so sind die Geschäfte und die 
Zeichen folgende. ; 


Der Unterschied in Hinsicht x ist 


(x FAX, y)— IX, y), 


wird hierin der Factor Ax gesondert, 


f(x +ax, y) — £(x, y) 


AX 


.AX 


so muss, wenn in diesem y um Ay wächst, Vorstehendes abgezählt, und 
der Factor Ay gesondert werden 


Ix+ax,yHay) = fssyHay) 5 _ RS y) - ey) 
AX AX 


af 


..AX 
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oder in Zeichen 


a x) 


AX, 
Ay 


wo das Ganze durch P vorgestellt wird. 


Dane 


Da das Abzählen, Vervielfachen und Messen m willkührlicher Ord- 
nung vorgenommen werden können, so kann auch bei den Geschäften, 
welche durch P vorgestellt sind, folgende Ordnung gewählt werden 


f(x + Ax5 y-+4y) — f(x, y+Ay) - fx +ax,y) + f(x, y) 


AT. ===R 
AX.Ay ST 


oder auch folgende: 


f{x+Ax,y+Ay) — f{x+4x,y) Pe f(x,y+Ay) — {(x,y) In 


y. 
Ir 21 ‚ax = P 
; I | 
oder ın andern Zehen dargestellt 
A,F(xXH+AX, Yo ayin A,{(x,y) . Ay 
EB | ” Ä Ax eu 
AX. er: 
oder 
(= y) = 
at N ZuNg BD 
AX | 
Es ıst also 
„(en.x). Ä ee) 
y Sr : Ay 
— . y ——————— a 7 TAX 
Ay AX 


Oder in Wörten: Bei dem Zerlegen der Unterschiede in 
Factoren ist es gleichgültig, ob zuerst der Unterschied in 
Hinsicht x und dann in Hinsicht y, oder zuerst in Hinsichty 
und dannin Hinsichtx gen ommen wird. Wir wollen diese Wahr- 


heit durch folgende Zeichen festhalten: 
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46), 4,4,1(x,y) ZU GN er y) „Ay. AX 
Ay .AX AX. 2y 


Diese Wahrheit ist ganz allekniergB ‚ und erstreckt sich. auf jede An- 


zahl veränderlicher Grundgrössen. 


Diese Freiheit in der Wahl der Ordnung der Geschäfte musste vor 
allem festgestellt werden, denn sie bringt Beweglichkeit und Leben in die 
Untersuchung, welche ohne sie bald in EIBOR unabänderlichen Vor- 
schriften erstarren würde. 

Diese Aufeinanderfo! ge der Geschäfte ist nicht zu verwechseln mit dem 
Falle, wo in Hinsicht der Keen Grundgrössen x und y zu gleicher Zeit 
der Unterschied genommen, oder was dasselbe ist, wenn x und y zu 
gleicher Zeit wachsen, und davon die ursprüngliche Function abgezählt, 


und wenn dann dieser Unterschied 
af(x,y) = f(x +4x,y+ - f(x, y) 
in Factoren zerlegt werden soll. 
Bei dieser Zerlegung ist eine Hülfsgrösse f © y-+Ay) nothwendig, 
wird diese zu und abgezählt 
f(x, y) = l&+ax, y+ay) - Ex, y+Ay) + fix, y+ay) = 8lx,y) 


so ist eine Trennung des Factors Ax und Ay möglich, nämlich: 
! 


un) en nz 


Dieses Resultat ist in zweifacher Beziehung zu beachten; erstens 
dass der Unterschied auch theilweise, nämlich zuerst bei £(x,y+4Ay) 
in Hinsicht x und dann bei f (x,y) in Hinsicht y genommen, und 
zweitens, dass durch dieses theilweise Verfahren eine Trennung der 


Factoren bewirkt werden kann. 
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Wäre f(x + Ax,y) zu- und abgezählt, so würde 
48) Ay) edit: 2 en y) „Ay N = y) „AX 


entstanden sein, welches von dem vorigen nicht verschieden ist. 


8. 


Ehe wir zu Functionen mehrerer veränderlicher Grundgrössen über- 
gehen, verfolgen wir vorerst die höheren Unterschiede der Function mit 
zweien veränderlichen Grundgrössen. Der zweite Unterschied ist eigent- 


lich nach 1 der ersten Abtheilung 


a’ f(x,y) = fx +24%, y+2Ay) - 2X +AX,y+Ay) + Kx,y) 


Da aber die Trennung der Factoren Ax und Ay sowohl bei dem 
A* und noch mehr bei A’, ... A* grosse Weitläufigkeiten veranlassen 
würde, so. wählen wir einen andern Weg; wir nehmen den Unterschied 


von dem ersten Unterschiede, und erhalten dadurch 


EI In + rn) (Q 
AX Ay 
Hiebei müssen wir die Vorschrift befolgen, welche die Gleichung 


47 angiebt, nämlich y um Ay wachsen lassen, und in Hinsicht x den 


Unterschied nehmen 


(EN ax) „(He HN). ir) 
— . AX i — m ‚4% 
oder 
ERS Y FIN) po. 210 y ray) 


2 „Ay wAX 
(AR)? AN: 


4 


und dann wieder von der unseänderten Function Q den Unterschied in 
Hinsicht y nehmen | 


(HD. (E..r\ 
er . Ay ya 27 Ay 
Ay Ay 


| oder 
AEX,y+ay) _. KLK,y) 
er ee a (Ay)’ a) 


und zuletzt alles durch Zuzählen vereinigen; es entsteht, da nach 46 


AN) AN WAL A 2 „AX Ay 
Ay. AX | AX..AY { 


die Gleichung 


49) at, y)= EIN), (ax)? +2. el); ET ERICHAETTENT 
(Ax)’ AX A Zap) 

et die Trennung der Factoren Ax ind Ay vollendtt ist. Der Ueber- 

gang von dem vorhergehenden zum nächsten Unterschiede besteht über- 


haupt in Folgendem. Ist der A Unterschied gefunden 


ER A’ f(x, y+{n-2)Ay) gr R 
Se az ' Tax), (Ay)' .(AX)""". (Ay) 
“2 


(ans a" f(x,y+{n-p-1)Ay) ‚(ax (Ay)! 


— GG mm 


= (aa) 
4 
(mn A eis EB 
be an a (Ay) 


so wird. von jedem Theile der vorstehenden Gleichung der Unterschied. 
in Hinsisht x und y nach der, Vorschrift 47 genommen; nach dieser ist 


AR,y+Ha-p)ay). N Af(x,y+{n-p-1)Ay) I 
AX 


akx,y+{n-p-1)Ay) ae 15 
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also Bi 
A f(X,y+(n-p-1)Ay) (xy Weg Ray} 

Tu NmepelH FTD | EEE RETTET Ay 
| (NE | (4x). (Ay) > 


„4 IE y+ (n-p-1)Ay) „(ax (Ayyr 
(AR) TE! . (Ay SEE 
Wird nun in dieser Gleichung p=0,1,2,..,n-1 gesetzt, so 
entsteht eine Reihe, deren allgemeines Glied 
£ si-ı s-ıl-ı nl/ 
1) ir 1) A’E(X,y+(n-s)A Br, SR 
a RAN (ie) Ay) 
1,58 1 (AX)" (Ay) 
| mE TBHK, Yen (n-s)Ay) 
i | Por (Ax)"" 8 .(ay)' 


ist; die Reihe selbst ist 


ax)" (Ay) 


ol-ı a"flx A 
50) 4 a EN x)“ 


SER 12a, Kx,y. + (m-1) Ay) (AxX)""', (Ay)" 
ons KLARE. (Ay)" 


- 


Do Ana TE vr (n) Ay) Wi 2. 
rl, erreh un EETPVARRE THE A) “ay) 
1 | N 2 


En . » ® ® D} ® . ® . . 3 
al-ı OR 
RR (x a 
16,7) ‚(Ax)°. (Ay) 
RER (Ay) 
In dieser Gleichung ist die Trennung der Factoren vollendet; soll 


diese nicht vorgenommen werden, so sind die Zeichen ‚folgende: 


na Tre nn 
51) Any) Hr NE A, E(X,y + nA y) 

A Mf(x,y + (n-1) Ay) 
le 2 % 

> [} . P ® ® 4 . ) L) 
nal=-ı 
n 

nd Ar f(x,y) 


oder auch 


an 


ol=- ıl-ı 2l=-ı 


l-1 
n n n n n- n- n n- n=2 


2 
0 alı x y 


a arte Ah ne: AT 55) f(x,y) 
oder | 


53) eR,y)= (4,0, +4, @,y) 


vo 


Wir gehen zu einer Function mehrerer veränderlicher Grundgrössen 
X, 5 By, 9%, über, welche sich zu gleicher Zeit verändern, 
vorgestellt durch | 

MOV x» 


und nehmen hievon den Unterschied 


al(x,, X,yee X, JIlR, +AX,,X,HAX,, as RE NE U GR 


Wir wollen dieses Geschäft theilweise vornehmen, und zählen dess- 
halb mehrere Hülfsgrössen zu und ab, wodurch der Werth des Ganzen 


nicht gestört wird, nämlich: 
AEK, , x) X) == 


me EL en 


a 


+4x,)-f(x,, x, +AX , X, HAAR zen, X, tAX,) 
“ir f(x, 3 X,tAX,, x, TAX, ye..y9 Steh axX)-f&; X, X, +AÄX,, er xur AX,,) 


a ER et X F AX,,)' 


ae 6 Ge > Se N ES ne ae ; 


2.6 3 


>} ® D } [) ” . . » » N . ee . . f} . . . . . . . . . er 


OLE er, Rn 9 Ba) FAR TAI R RX) 


Durch Trennung der Factoren erhalten wir die Gleichung 
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af(x,, x, un AX,, x, “% AX,,« Kara? X ar AX,,) 
AX 


1 


AR 
4 


E: DER A ENHAR,) 


3 ; AT: 
x, 
R AL AR a I HA) 
Er a u 4 2 m 2 Mean AA ER 
Ir : 
2 ® ® [1 L} ® ® ® ® “ 5 ® . ® ® . [ ® 


R I a SE ERBEN 


ın nr AX ) 
a Er AR. 
AX “ 


bu a ® . ® ” ® » ® “ % ° ® ” 7% * . 
n A f(x, 5) ® ® « ® ° ” L) [1 ° ° y X 


AX 


m=-ı 


m-1 ? X ir AR) AX 


me 
ee 
AX 


nu 


„AX,, 


welche zeigt, wie zu verfahren ist, wenn der oben bemerkte Unterschied 
theilweise genommen werden soll, und wenn zugleich die Factoren Ax, , 


AX,, .» . . Ax, gesondert sein sollen. *) 


Der zweite Unterschied von f(x,, ..., x,„) wird eben so aus -dem 
ersten Unterschiede gebildet, wie der erste Unterschied aus der ursprüng- 


lichen Function selbst; wir finden allgemein, dass 


*) Die Formel, welche Wronski in seiner Philosophie der Mathematik Seite 116 gibt, 
ist wnrichtig, denn nach ihm soll sein, wenn 
I 


gesetzt wird, 


AEUX ,x ae ae, Hl] ar, 4 aux 
. 2722 > Bei A x, 2 \ A a, i SZ he 
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2 2 galt 
$ n 

I ) A 6 RR X,ye0e, x) en Yal valı ae 


Sa 7 


En USER (ax jur)” 
(ARM LARE) AR, JENE (AXIS ! g a 
r ® B 
wos snvallemöplichei\Vertheng,; 192, 3,0... 2, mes 
halten, jedoch so, dass 


yi + v2 v3 tr. +, m zn - 


und 


di 


ER m RT 


vi 


\ 


d3 = v1 +y2 +93 | Es 
d(m-1) = vi Fyv2 + v3 +... + vlm-1) 
Die Gründe für diese Gesetze liegen in 54; ihre Entwicklung soll hier 
dem Leser überlassen bleiben. | 


Ist .B.en=2, und m=4 


% a4 hy Hy ya rund 


0 0 0 N Re 
0 ) N N Be 0 1° 
0 ) 2 0) ) | 0 2 
) 1 0 N ) N 1 
) 1 1 ) 0 1 2 
a ) © ) 2 2 
) 6 0 in 1 1 1 
1 0) 1 N) N 1 2 
1 1 0 0 1 2 2 
2 ) 0 h) ; 2 2 2 


und also 
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2 
Io A el 


er 
a 


ARE, xX,) xX,) x, Ei AX,) AX AX 
E27 pr: [} Pr} & 


PET ılı 3 
IR EA RR. AS 
4 ne 6. BEER HL AR) ey 
ar)” Ye 
2 IE ee +AX,) Da a | 
an DAX WAR, S 
Ri Ans a7E 2: FAR ZAR,) 5 en 
ılı ılı & 2 g 3 
11 AXONASL 
ih AaIUH, x,5 x, ar 2AX,,X, + 2AX,) (AxX a 
ET TRETEN OR FOSSEUR SEHE TEE TEE ET SIT TED, 2 


i | U RAX) 


Aufn, x, HAX,, X,tAX,, X, +AX,) 


+ "AR SAX 
| de RR AK de 

: 1 4 

2 . = 

a MR HR FARSEI DAR, RH2AR,) rn 
a ae, ie . 

| 3 
o We FR BEE ae 
uBeLe AX,.AX, an 
\ 

NEO SR RAR REN) (pe) 
TIEREN Gr y% & 


Diese Bildungsweise 59 ist ganz vollständig, denn sie beziehet sich 
auf jedes einzelne Element, welches in der Function vorkommt. Wir 
schen zu einer Bildungsweise über, welche vermeidet, bis zu den ein- 
zelnen Elementen hinabzusteigen, und grösseren Spielraum i in Hinsicht 
der ferneren Ausführung gestattet. Es ist 

NDR TEN) f(ux,; ae ap ee 2 
und wenn: die Hülfsgrösse 
MX, 3... % Hop De nenars 11%.) 


zu- und abgezählt wird 
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AR; FOR 5, OR FR, X, OXyuoer, OX,) 


2) 220, %5 UX,,, > 5 0Ox,) = LixX sn 


oder in andern Zeichen NR j 
er 
5) Re) 
A IR, UX > "5 [DR ME 


wo A,,,,,„, den Unterschied von der vorgesetzten Function bedeutet, wenn 
in ihr die p ersten Elemente sich verändern, und A,,,,..„ den Unter- 
schied in Hinsicht der übrigen Elemente; hingegen A, ,,,.. oder A den | 
Unterschied in Hinsicht aller Grundgrössen. 

Wird nach dieser Vorschrift von der vorstehenden Gleichung der 


Unterschied in Hinsicht aller Elemente genommen, und 


AEX, ze Dinar DRAN A ER en 0.8 


EA EIER an SE ae ER) 
gesetzt, so wird 
N) AIK X) a es ES ae u 
SER rm Ra Be 
2 Any: LH N 


Allgemein ergiebt sich auf diesem W ege folg sende Bildungsweise: 


ur - nr 
98) A" Alk, re A, sp ER ml 5.2, u Node r") 0 x) 
DLR? ee nlı BEN ee Furl, TE 
i ut 
ed 1 - A 3 aA n-1_, 
„a ER nl NEN 4 MT X, U Kyıyrt) u X.) 
len { a 
ur ® ® _ ® ® » @ . ® ® “ % ® } ®s ® . ® [} 


n=q q Er. n=q n=q 
‚L Te A u Kırı er, 3) 
DE SS ARE EEE GE re 0% 
a 


u [) L) ® . ® [) ® 1) 0) ® a . 1] . Cy “ [1 
[e) n r ORES 0 
# ‚h A,, EEE UL 4 2 D) SHE m Xu) 
N: ze 
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Summe der Reihen bestehend aus Unterschieden 


verbunden mit willkürlichen Factoren. 


8. 


Bevor wir in dieser Untersuchung weiter gehen, wollen wir die 
Unterschiede. mit Factoren verbinden, und hiebei eben so verfahren , 
wie es in der neunten Abhandlung meiner Analysis geschehen ist; setzen 
wir nämlich in vorstehender Gleichung n-ı statt n, nehmen von die- 


ser Gleichung den Unterschied A „in Hinsicht der m-p letzten Elemen- 


Ders 


te, vervielfachen die Gleichung 58 mit a, und die neue Gleichung mit b,, 


und zählen beide Gleichungen zusammen, so entsteht die Gleichung 


n DR 
D Xtra H x) 


1 a 0 ; | ; 
99) A,» —ı-- ,A AR A a Mh EN, 


1 h 1 n=-1 1 5 n-jf Dei 
= ar Ib re very X,,D Kurt [ x. 


1 = ' 
+ (a, +2b,). AR A CR ax 
1 u. 


n=-2lı ja I7:,:P prlyses 


n=2 ” n=? 
?? M Knrı De) D x.) 


-b ® ® L ® 1] ® ® 0} ® ® ® ® ® ® ® ® . [2 ® ® v [} ) 


RI 3 a el i 
+ IE ee D) Ryı9°) M x) 


— 1 2 
72x a,» An VERIRDIT 


; 
AIG A RN) .5X 
1 1 


na-ılı Iy7s:;M Del. ,M 


ım 


Bei dieser Reihe wiederholen wir dasselbe Geschäft, setzen n-1 
statt n, und a, + b, statt a, nehmen von dieser Reihe den Unterschied 
Aytız...m» vervielfachen die Reihe, welche hiedurch entsteht, mit b, und 


die Reihe 59 mit a, und zählen beide Reihen zusammen; wir erhalten 
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PEruprT ip Prism 
e x 


60). (a; + 0b,) (amob an nn AUS An, RE TE 


1 n= n=-1 | un“ 
+ (a,r1b,) (a, +1b). ANA, Biere: 2 


gamılı ılı i,.»P 
# ’ 1 le 2 une me2 
= (a, H 2b) (a, nr 2b,) 15 ma galt ne N id 3 x, „u x p+ı?"* P) u En 
[2 
ee ‘ ‘ ° eo ® . » . . [) . . L) . OD L) . a . . Pr . “ 


i 1 0 n f ‘o 
+ (a, -}- nb,) (a, +nb,) : EErWE TE Re nn ix, 2 X, 2 DO Korı ae W En 


—— (a, +0b,) (a, er oh). re SE EEE | x.) 


a 
\ n=-1 : 1 i 
(a, 4 ob,) b, N A u Bere 
ER A Le Te 
(& +1b,)b, | 
Ay; Ar X. 
ar MI 12 2 pr 
+ b,.b,. Ren 


Wir setzen wieder in dieser Reihe 
n—1 statt n 
a +b, statt a, 
a, + b, statt a, 
nehmen von der Reihe, welche‘ hiedurch entsteht, .den Unterschied‘ 


vn.om> Vervielfachen diese Reihe mit b, und die Reihe 60 mit a, 
Je.) 3 


und vereinigen beide durch Zuzählen; wir erhalten 


{ 1 2 
61) Se nor AO Kr, x 2.50 x.) 


lı IP Ptl,.ym 


+(a,+Hib ‚)a.+1b,)(a,+b,). er ae I 32 


4” E 1’ BErT .,p pri,“ „om 


ı 


(a, +2b id, 2b ,{a, +2b ). Er rRL VRR VAREL SER Se DEX SA x u) 


> ® . [) @ . 0 . e . . ® ® 0) ® o . ® ® [) « . , r\ 
+ (a,+nb,)(a,+nb,)(a,+ub,) DELL U PER LOSFERR C.0e 2072 0e ETF UEE MR 


7 
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AN VE N 
—=(a+ob)(a,+ ob,) (a, +ob,) ae ee 
nr (a, rob,)(a, +ob)b, | Am den.mf$ Korn X) 
N n=1lı 
(a, + ıb,) (a, + ob,) b, ı 
(a, + ıb,) (a, m ıb,) b, 
ri (a, or ob,) b; b, EB A ERST .R, 
‚n=2l 
(a, + ıb,) b, b, I, 
(a, r 2b.) b, h, 
TE m Ar Er u f (x Ya 3.) 
+b, bb. — AEREG EN) 


yarılı 
Das gleiche Verfahren führt zu folgender Reihe 


( K BR .. >, Y 
62) (a,+0b,)(a,+0b,)(a,+0b,)(a,+0b,) . Ks drnnmtl LS D Sum DR) 


ge 


E je n=-1 1 ff 7 n-1__ 5 u-1.. \ 
eh (a, +1b,)(a,+ıb,)(a,+ıb,)(a,-+1b,) . en See > X 412 ‚A x. : N 
"+ . . . ® » r 4 f} F} . « “ n } [} . ® e v « San > = 


0 n RER W o 
A ER EN M BSRRETITEE) R) 
a 1 garı 


+ (a,+nb )(a,-mb,)(a,+nb,)(a ‚„rnb,) 


| iR : ; 
IE (a,+ob, )(a,+ob,)(a,+ob,)(a,+ob,). Ayım A Rn ER 32 0X,,) 


IE 
+a,+,ob,ja, + ob,ja,+ob,|h, | a ai, E@&,...5%,) 
a +ıb la, +ob,la, + ob, |b, iu 
a,+1ıb, la, + ıb,ja, + ob, ıb, 
a, +ıb,la, + ıb,|a, + ıb, |b,, 
en, OD a, ah ha a. ER) 
a, +ıb,ja, + ob,|b,b, Ne 
a,+2b,|a, + ob,|b,b, | . 
a, +ıb,|a, + ıb,|b,b, ö 
a, +2b,|a, + ıb,|b,b, 
a, +2b,|la, + 2b,|b,b, 


u 
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n=3 3 AR iS 
Eu a, ob,|b,b,b, N +lyso,Mm 6 RS X.) 
n=3lı 
1 


a,+r1ıb,|b,b,b, | 
a, + 2b,] b,b,b, 


a, + sb, | b, b, b, 


n-4 4 | h 
+ bb,b.b, eh Ru) 
1 2 3 + je tl 
so wie auch zu der Reihe 


63) (a +ob) (a, + ob,) (a, +ob,) (a, +0b,) (a, +ob,). 


n {6} ” Tree 7 1 
Ar RR EZREN Kor ? p) > 2) 
: qrkı ji 


+. (a, ‘+ 1b la, + 1) Ka, -ub ra, Rih,) ta, Feb). 


n-1 1 ( EM n-1 am 
An IS Ri KıyeeyX,> B Kuga el xt} 
a TE a Re I Re SE a a ER ee u 
n-ılı zs ılı KERZFITEIN 
1 1 
+ P} ® RR ® ® ® > a ° ® ® 0 L) ® ° . 0} . R 5 =, 


+ (a, +nb,) (a,+nb,) (a, + nb,) (a, + nb,) (a,+nb,). 


Q n ei {e) Mi » 
N a D N U ,,X,) 
ECHT RO een a he 
41,41 
2 IN ne f x IR ) 5 
—a,+ob,|a,+ob,|a,+ob,|a,+ob, la,+ob, ee 
n-i 4 £ R 
+ a,+ob,]a,+ob,]a,+ob,|a,+ob,|b, TE BE 
an 


a,+ıb |a,+ob,ja,+ob,]a,+ob,|b, Rue 


a,+ib,la,+1b,]a,+ob,]a,+ob,|b, 


a,+1b,|a,+ıb,]a,+1ib,| a, +0ob,\b, 


a,+ıb,|a,+»b,ja,+ıb,la,+:b,|b, | 


+ a,+0b,|a,+ob,]Ja,+ob,|b,b, | A 
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a,+1b,la,+ob,la,+ob,|b,b, 


a,+2b,|a,+ob,|a,+ob,|b,b, 


-a,+1b, 


a,+ıb,la,+ob,|b,b 


4 


a,+2b,|a,+ıb,]a,+ob,|b,b, 


a,+2b, ]a,+:2b,la, +ob, IXH.kbs 


a,+ ıb,| a,+ıb, | a,+ ıb,|b, b, 


a,+2b,ja,+ıb,]a,+1b,|b,b, 


a,+2b, | a,+2b, | a,+1b,|b,b, 


a,+2b, ja, +2b,|a,+2b,|b,b, 


-}- 


a,+ob,|a,-+ob,|b, b,b, | 
a,+ıb,la,+ob,|b;b,b, | 
a,+2b,la,+ob,|b,b,Db, | 
a,+s3b,|a,+ob,|b,b,b, 
a,+ıb,]a,+ıb,|b, b,b, 
a,+2b,|ja,+1b,|b,b,b, 
a,+3b,|a,+ıb,|b,b,b, 
a,+2b,|a,+2b,|b,b,b, 
a,+3b la,+2b,|b,b,b, 
a,+3b,|a,+3b,|b,b,b, 


- 


+ a,+ob,|b,b,b,b, 
a,+ıb,|b, b, bb: 


a,+2b,|b,b,b,b, 


a,+3b,|b b,b,b,. 
a,+4b,|b,b,b,b, 


A 
= b, Debut ars 


Prlyc.n m f(x warnt SS) 
u=-2lı j 


1 


3 


Ne.) 


k\y.., m NESSSTDETEEE 


n=3lı 
1 
n-4 4 » = r 
Tem ES ERECREN ER) 
Rn LET ARE SUR S I N REN. 
n-4lı 
4 


n=-5& 5 nr E. 
BE RN RE) 
El are 5 > 7, a 
u 


g* 


8 Au 


Die Vorzahlen sind aus dreifach in einander verschlungenen geordne- 


ten Verbindungen mit und auch ohne Wiederholungen zusammengesetzt; 


die Vorzahl von A?’ A,,,,..,. hat folgende Verbindungen: 
aaa 
und bbb ; b b und die Vorzahlen von b bb sind 
345 42 80.5010 : 
245 18 | 1-0 0 
145 23 | 200 
23,8 LAS | 41.10 
1320 24 210 ; 
025 34 202,0 
234 1:8 F NE 
1 34 25 ac 1 
1.2 4 35 >#2.4 
123 45 A 222 
ER B | ee 
und in der Vorzahl von Mm Arıızm Kommen folgende Verbindungen 
vor: 
aa | 
und bb bb b und die -Vorzahlen von b b sind 
45 1023 rn, 00 
3% 124 | 10 
25 13 4 20 
1.5 234 30 
3.4 102,5 41 
24 1203 55 04 
1 4% 235 3 4 
23 145 22 
173 245 3:2 
1 3. MS 33 
A B en N 
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Bei den geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen wird mit 
dem höchsten Elemente und bei jenen mit Wiederholungen mit dem 
niedrigsten Elemente angefangen, und zwar 

bei A oben zur Rechten 
bei B unten zur Rechten und 
bei GC oben zur Rechten. 

Diese Ordnung ist nicht gleichgültig. Die Grössen a und b sind 
ganz willkührlich, sie können sogar Functionen von x und ysein, 

Das allgemeine Gesetz für die Bildung der Vorzahlen ergibt sich auf 


folgende Weise: es sei 
64) (a,+gb,) (a,+qgb,) (a,+qb,) nilastgb,.) == (a+qb,). 
und | 


65) fa er ob) En es DB ae 
1 ı/m N nn un 


ZU \ ge 
n-1ı 1 —n-ı u RP 
+da +1b,),. ran Aa RR OR) 
i ı/m Rn dal 
®. ns . E 7 » ® ® . ® v %. ® “ ®. “/ L} . [} ® ® “ 3 o P: 
DH q BG BEIDEN 
4 (a 4 b,) Er OR DSHREREFIE In) 
1 q ı/m* - n-qlı alı ET EEE 
1 | 
+ ® [ ® ® ® ° ® . ® . ® us [7 o . ® ® 0) [} 
A NEE Re x, TERN) 
N ey Pi, m 2 P) p? P+1? 2 m 
er (El pe rel ) 1 ep rn am m, 
124 
n [e) 
ER: Eh REN INTER.) 
er (m, 0) TER SER ERENTO S 
n=-1 1 be ei 
> A ya, Mm RE 
(m;ı)? Dre, ug 
8 n-2 Zu 
A N an ee. 
Im,2)* a ass Tr 
al« » ® [ ® ® [} “* ®. o . . o 
n-n1 -m & 
+ A Em a REIN 
BARÜREATOY urn Verasae Tl Ra ET RE 


i 


FAN”, 
Wird nun nach dem obigen Verfahren Er 


n-i statt n 
a,+b, statt a, 
a, + b, statt a, 
a, + b, statt a, 
A. „statt A 


(m,q) (m,q) 


gesetzt, von der neuen Reihe der Unterschied A ‚m genommen, diese 


pri, 


Reihe mit b,,, und die Reihe 65 mit a,,, vervielfacht, und werden beide 


+1 


Reihen zusammengezählt, so ergibt sich folgende allgenmieine zurücklau- 


fende Bildungsweise: 


66) Das A arı SEEN ET 
A — Ansı A % ER Ans 
Aue Ah A, 
Aa — An As + HN N i 
(m+1,m+1) =— | bh... Are; 
wo A. aus, A, entspringt, wenn ‘in diesem a +b,a + 5b, 


a+b,....,„a,+b, statta,, a,,..., a, gesetzt wird. 


0.9020: 
Ist | 
,=ı,a, =za+ıb,ı, zarzb,..,a—=ar(m-ı)b 
und 
Dee br hr eh 
so ergibt sich aus der zurücklaufenden Bildungsweise 66 folgende Glei- 
chung 


2 Se 


[e) n 
nie mib A" % NN Sic Re Kurt) DO x,) 
6 yesPp EEE Tr; 
7) a z nlı olı ERICH Fra TEE 
19%.10 
Er = \ 1-1 x nn 
ar (a+b)” . RE LS EEE Kuno) x 


n-ılı ılı 
T a 


+ (a+2b)"". oe are ee) 


N a ) yaı 
4a ® ® ® ® ° L « ® ‘ ® ® ” ® ® D » Ü ® ® 
0 n 
Bs(arnb).. a RL RE ES TEENN a Rue oD 1%.) 
RRZIE En 
1 vl 
A" A, f(x x.) 
„a _ mlb 0 a I en 
r— a ® b “ Te DE FT Re 
1-1 n-1 i 
m' x A A BORN EX 
: ‘ (a + b)" ılb sh e yo, Mm Prly.y,;„m 192 p) e) 
1 1: 1.7 EN 
2l-t n-2 2 Ri > 
2 ze kamah)an hir. Auz.cmÄpen,. mt en Ku) 
Per = A g 
>i« “ [} [} . [) [7 ® ® ® o . ® ® a o « 2 . ® 
a ml- n-m m } 
au RR D (a + mb)°" bs . o yo; m a. Shen 1x, Erd x) 
galı at 
\. 30. % 
Ist aber 
N ee Tl Fe 
und IR 
B Dee zer 


ie % Be 


j n 0 „ı 2 T9 ma. 
= Km u a SER 1 SEA Karen u x 
) NT EEE ER RN PIE TS IR >, 17 BES EEE 
a lı olı 27 De enge 
As 
at ı & pna-ı n-t 
"+ (a+1b)" . Alp An IC SELKEERSERE > GET REIEN x,) 


n-ılı nal 
1 Be 


BE N N Re NR | 


a 


a x ah 
se X y9, H X.) 
olı nlı Ze ee 


ee 1 


* x? A" 
P 55 (a+-nb)”. YaınPp Pr II... 


an 0 y R 
ee A A BREI. Ar 
-4(m,0) { SOETPRET TE 5 


nlı 


1 ’ o 
DT 1 
4 Ä en EACH a, 
ER an u Sa 
i 
he @ “ ® ° “ ® ® s “ => » . ® ®e 
n-m m f h 
+ A | RATTEN A 
(m,m)m. EUREN € -milı 


und die zurücklaufende Bildungsweise dieser Vorzahlen 


ON. 41.00. ,A> 


= m;g) (m-1,9) (m=-1,q9-X) 
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Diese lässt sıch in eine andere verwändeln , wenn 


1 Get, g,4g*+ 1, q+ PA Tr Zug a 


und 
Ä 


gesetzt, und die dadurch entstehenden Gleichungen zusammengezählt - 


Zee ; —— 0 
(ea, °F Aa 


‚werden; es ensteht die Gleichung 

7 $, Er ! > Jmegei ’ meq=-2 5 | 0 ’ 
VOy br. oa 
nach welcher sich die Vorzahlen obiger Reihe leicht finden lassen, denn 


wird 


73 


71).0 == 9 (ame 
a”, Rla+b,0) +a”"°.ß(a+b,1), ra”. B(a+b,2) +... +a°.ß(a+b,m-1), —%la,m-1), 


a""*. (larb,0) 3a"? Blarb,s) za” Bla+b,2).4.+2.Bla+b,m-2),—Bla,m-2), 


. . U} . ® ® ® } ® . ® ® ® . . . ® s 


ar k RCa+b,0),., za” . £(a+b, 0 IR D PR(a+b,2),.,+..+a°.ß(a+b,m-p),_,— 
Rla,m-p), 
gesetzt, so ıst 
22) aueh .Bam) 
An Ban ß (a,m-1), 
A, =b" .ß (am-2), 


 } . ® ® © ® 


en q 
| a ee (a,m-q), 
Es entstehen hiedurch die geordneten- Verbindungen mit Wiederho- 
lungen aus den Elementen a+ob, a+ıb, a+ 2b, a+ 3b,...., so dass 


2 0 - s n n 
AR S ES Sog 58 u SER LEFEE x.) 


} N ; 
7 "ir e.; pP 2 von) v 
73) az: er wu 
BALBIEBEN, ER OL SE REN NE 
ar (a+b)". Iy,..9]} Ptlys.e, 1 Pie mn p+tı 
+ . D *- ® « ° ® D . ” . . ® . a . . ‘ a 
AN NtaOS., LERae a en Ex 
+ (a-nb)", SER EN TERERAGHER Be nn Ku) 
Tears en 
| i A AN FREE 
en [a+ob]”’ he Lem a 1) ’ 5) 
| N EEN., LRETE,X 
% [a-+ob, a+ıb]” w..D.‘ HER pm tl 22 > m) 
1 
- 2 Are A" f x ..e X 
+[a-+ob, a+ıb, a+2b]” en Ai pt. m EL e25 P) x) 
x P . 1 
+ . ® . . E} . [) ® . . . ® . ® ® [1 [1 d . ‘ . 
+ a AN. AT 16:0 RN ER 
+ [a+ob,a+1b,.,a+mb]”"”.b", oe _rre:cm & > > >. 
et 


10 
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4 


ER 


| 
Unterschiede der Functtionen von Functionen 


31. 


Wir gehen zu Functionen von Functionen über, und zerlegen ihre 
Unterschiede, welche durch die Zunahme ihrer Grundgrössen entstehen , 


ın Factoren. 

Bedeuten £”’, £f”, £”,.... verschiedene Functionen, so ist 
af? (fx) — gi» [£® (x & ax) 4 fi» (Box) 
oder weil i 
De sn > 

so 1st 

Na (PR) — g® (ex Yu I fx) A g» RB) 
Dieser Unterschied lässt sich in zwei Factoren zerlegen, wovon ein 

Factor Af'x ist, und es ist 

f? (+ A ER _f2? (fx) 


AIR) Ara 
; AR y 


Dieser Factor A£f''’x besteht aus zweı Factoren, wovon der eine 
die Zunahme der Grundgrösse x ist, und es ist 
(x + ax) - Ex 

AX. 


Aal „AX 


Es ıst folglich 


AX 


a eu) Me 


a 
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Das ganze Geschäft besteht also in folgenden zweien voneinander 
gesonderten Geschäften. Man behandelt die untergeordnete Function: 
fx als eine einfache Grösse, lässt diese um Af"’x wachsen, zählt £”’(£’x) 
ab, und zerlegt den, Unterschied in zwei Factoren, wovon der eine Factor 
Mf'x ist. Das zweite Geschäft besteht in dem Zerlegen dieses Factors 
Af’'x in zwei Factoren, wovon der eine Factor die Zunahme ax der 


Grundgrösse ist. 
Bei einer dreifachen Function ee wird in dem Unterschiede 
a2» (E> Ex) = £® [E9 (E9 x + a0) - LEER) 
gesetzt 
TI EL (For) a Al (f%) 
und nun der Unterschied in zwei F actoren zerlegt, wovon ein Factor 
af” (fx) ist 


go Kr (BSH ALR (FR) - fo (f Se] 


ALTE x 
rk? ) ) 


af? (2 (x), = 
Dieser Factor Af”(fx) al edler wie oben in Factoren zerlegt; 


es ıst also 


2 [9 (ES) + a E®R))- £” (PER) 


ee are Beer, 


2 des ui fe 2 () j 
Be EIER RE 


f(x +Ax) - fx 
. . AX 


. AX 


oder in andern Zeichen ist 


10 * 


76 
Af? ER) alx 


76) Af? Mr La 1% a „AX 
| af? (Er Ex) af” (Ex) A fx 
243) (2) (1) je : 0 .A2 
af if (£ 2) See ng MR 


und so auch, wenn mehrere untergeordnete Functionen gegeben sind. 


Soll der Unterschied von einem Producte zusammengesetzter Func- 


tionen gesucht werden, z. B. von 
£&) . Spy) 
so ist nach 48 | 
A "9. Kon) er Ax).A,f(oy) + Koy).a,t'x 


und wenn a, f{@y) in seine Factoren zerlegt wird 


9y Ay 


oder wenn nach 47 


1 (Fr).2oy))=Elpy + ap) af” + fox.a i(oy) 


gesetzt wird, so ist auch Tr 


TB).NA ra). ty))=tlo (y+ ap). 


at(OyY At 
ax PR), Ko) IA 
AQy. Ay 
1.30 
Indem wir zu den spätern Unterschieden der Functionen von Func- 


tionen übergehen, legen wir uns den einfachsten Fall in folgenden 
Zeichen vor: 


Zul 9) 


oder, wenn wir 


setzen, in den Zeichen 
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Der erste Unterschied ıst 
AZENETNROX), AO Aby Ay 
De Ta A 
und nach 77 der zweite Unterschied 
AZ A, ty Ce AOK+AR)  Miy 29x 
(AxX)° a) AX AX % Ay (ax)° 


Sowohl bei diesen als bei den spätern Unterschieden lassen sich die 
Producte, welche durch die vielen Geschäfte entstehen, auf folgende 


Weise ordnen: 


9 afy)__4”fy Duty 
0) REN. a EC 


Der Uebergang von n zu n+1 erzeugt die zurücklaufende Bildungs- 


weise der Vorzahlen (Ox),,»....., und dieser Uebergang besteht darin, 
dass von jedem Theile dieser Reihe der Unterschied genommen wird und 
zwar nach der Vorschrift 77 oder nach der Gleichung 
a (a "fy RAR Ey > Atfy Al@x) 
eg A . X-+HAX) a4 Be nah 
la m Dr; RE RT OT 


Den (n+ ten Ver chicd gibt nach diesem folgende Reihe an 


At f(y) 1 Ami fy A © St 


(o (X+Ax), .) 


Gr Bay 2 
Ass y AOX KORK), | . 
7 a a 
“ur - e PR: O(x+Ax), , + a) 
“: wiss AXxX AR 
+ . ® « ® . 0) ® ® e @ . . ® ® [) D Pr 
aLy A®Xx ao A 
Man: Be en) 
Ba a"fy | A(Ex) n,n+1 
"ap ax 
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Die zurücklaufende ‘"Bildungsweise der obigen Vorzahlen ist also 


ANDKX% ? 
80) r N) S) ı = ade . ® x en AX) \ 
AX 
| A OX Pr A 
® WER = Rz « ® (x 44 AX),., 4 (X). 
= AX 
i AOX ar A x) 
DR —- 2 . ® (x n. AR) + oN 38: 
3 AX, AX 
— iX, ur. 
Dar > he (X + Ada & = : r 
en AG(X) 
p SIR one URAN 


AX 
Aus dieser lässt sich folgende unabhängige Bildungsweise herleiten; 
es ist | 
x fy 


Aa ji 
(AX) y 


also | | 
81) (9x), —t, und daher (0x), ,—0, (0X), ,— 05. , Und (OR), 
ferner ist 


Apx A Q(x+Ax) 
AX. AX 


(@X),, = 


| AOX AODX+X) ACLKHUAX 
a eg 2 
AX, AX AX 


« ie ° L ‚® D D e eo (2 e ® ® . Ne [) ® eo a 


Adx AD(xHX) AOlXtAR) ADXHR-1)Ax), 
AX. AX RX u AX 


(@&),,, = 
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ferner ıst 


ae = Re Se) 


CE En = 


AX AX AX 


BEE e=. Ban 


9, (>. ae 2% 


EA: AX 


$ a (x+Ax) 4° = 
xl ax ix AX AxX° 
AI x A° {A DRHAR) a 
H Ax" AX. ER \ AR: ge 
(eo, — [49% nr A° [ap(xtrax) A ) 
q Ba. To Ax® War D a. AX Sn A ver 


AX Ax° 


8 A° AOX A" 
x AX' "Ax° AX Ax° 


AX AX 


A \ox a sa, A” PAR. A° (>))) 


er, A” "2 A” >, en 
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I 

E 
u. s. w. Die Stellenzahlen sind die Zerfälluugen der Summe ı in ein 
oder zwei oder drei, oder vier oder mehrere Elemente. 


Ferner ıst 


ee) 


AX 


MMO MER!N SA DEKE + AX 
(0X)... = —r re na) 


AX 


a Br ns x =) 


.AX 


A” Fi A° ı 
ee Dry een 


RN WA OTETA ACc& + AX) A? een), 
(ee ee 


AX AX” 


+ A er + AX) A Rena uch + el 


AX AX" 


FAXE AX° 


a A = x A? le A” a er) ) 


zu A 


3 KT ADR AN TADEL er . + = 
RN En AR BEIERRTES 
a" [aQx 4 (x + 4x) 4 we se > 
r ax" ARaS:  AX Rx! 


3 a” ( A° are: AXY DAS rer 1 « a) 


AX AX” | 


S1 


+ 


Si . A . % i “s “ ® . - . 
Die Stellenzahlen von — sind die Zerfällungen von 2 in ein, zwei, drei 


AX 


>... mehrere Elemente als 


RE) 0:2: 00 00:02’ usw. 
11 011 0011 
20 020 70. 002,0 
101 0.1301 
110 0 WED 
2-00 0200 
1001 
20160 
1106 
2000 
Ferner ist ‚ 
R): A ADR 
Sy oe, = rd 
) O 4,4 AX: mE, 
a, N [aox 8 (ag + anı 
BR ARE A ARN AX 
& AN AORTA ABOE LEAX) NN 
AxX' Wax AX“ "AX 
Su, er 1 ir IR 
„A ,aox. A ( ax + = 
AX \ 4x AX" AX 
{ ee | RR 
LE Aox A Ike + 4x) 
AX” AX. «AxX AX. / 


Die Stellenza 


Lien von 


drei Elemente, nämlich 


AX in 9 x S 


f 


ind. die Zerfällungen von 3 ın 


11 


| 32 a 


\ 


EEE AN TAOK + Ar) MAX maAx), 
Se role lee: ax? ar) 
) 1 & 
0 5 1 
0) 3 0 
1 0 2 
1 1 A 
1 2 0 
2 0 1 
2 1 ; 0 
3 0 ‚ "O0 
und so ergeben sich bei LER die Zerfällungen von 3 in 4 Elemente, 
nämlich | | 
e 0 0 0 3 
0 0 1 2 
Ü ) 2 1 
) 0 ee 
0 1 () > 
() 1 1 1 
) 1 2 0 
70 21.0 1 
) 2 1 0) 
0 3 0 0 
1 0) 0 2 
1 0 1 1 
1 ) 2 0 
1 1 0 1 
1 1 1-00 
1 2 0 0 
2 D 0) 1 2 
2 0 2 0 
2 1 0 0 


I 
Die Unterschiede der obigen Function 


z eunx) — fy 
lassen sich noch auf eine zweite Art entwickeln; denn es ist der erste 


Unterschied 


az. Afy Ay 


AX Ay AXxX 


und nach 78 der folgende Unterschied 


AuRy mas My + ay) ay AU yeR Bi 
ESEL IER Ay“ CARS (Ay)’ 15 


Hiedurch erhalten die spätern Unterschiede folgende Gestalt: 


ey r2iy): 


sh ty _afy 
5; Co 


ne 


A f(y+qAy) | AflyHnay) | 
se. 7 EN 2 x j u ser FIN SEN G h4 x), n 
(Ay) q | (9 ) ‚4 (Ay) | (P 3 


Das zurücklaufende Bildungsgesetz dieser Vorzahlen ergiebt sıch 
dur ch den nächsten ‚Unterschied, der nach folgender Vorschrift genom- 


Ben wi ird 


a (AElyrgAy) . 
le en 
A FyH ey) KR, 4 eyagay) - 


a RE SE. ap 


Wird in dieser Gleichung q = 0, 1, ...., n gesetzt, so wird 


213 


5 ER: Br 


ty _ ty ar A 


ES m (Ay) e IR ah 


A" Ify +:Ay) AOX),,. Ka OR. | 
ah R ASUS | AX un AX ; (9 En 


a Key+2Ay) ı & A OxX (0x) 


(Ay AX AX 


\ 


A'F(y+{n+1)Ay) % (a £ h 
+ —— 1, EEE s 
a" N AX | 


Die zurücklaufende Bildungsweise der obigen Vorzahlen ist also 


2A m or 
Ö 7) f (EX, 1,9 ee ee (EX). u 7: . # 
| AX 


j | 5 Ex 3. > A EX A 
EX 1,1 ve = . (EX), T ie ) 13 
AX AX 
R 5 A(ox), 
(ex);, 1:2 = o—, (ox‘), E Be Be 
N AX 1 AX 
EX) —_ & “> ( x) + 5 (X)... 
EX)... q N . © Ing REST, 
es er 
(7 3 — AEX), 
Sr Rn BT er gr 


Die unabhängige Bildungsweise , zu welcher die zurüucklaufende - 


% 


führt, ist: 


. a 
3 = Sn. 


EN 
ferner ıst | 
a 7 
0 (OR ae [ADS vu _— [AG 
59) (eXx)',. urze 3 (0x), = | an ? (ERS mr | K,) 
AX ÄX AX 
ferner 
ER. a" jaox\ 
90 A ee PR 
) (GR), = — | =) 


L | \ Ro x 
N (a =) 


AX I AR AR | AX 


DE N femash eie TRSBBERE ö 
@ Yan AX° AX. N AX® e AX" 


u. Ss. w.; ferner ıst 


9) le) 


ER ha 


Be 


2 


(FX);,: = Ax° AX AX 9 AX 
0 Br ı 
0 2. 0 
1 0 1 
1 1 0 
2 0 0 


Hier entstehen die Zerlällungen,von 2 in mehrere Elemente. 


Ferner ist 


EITRORN., 
99%) a ES 
A” AD ENEAEA ER 
ee) 
ARE AR RAR. 
1 2 
2 1 


3 0 
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7 y ee — ge 
(x). AX AR ART 


Ar. > RD be Au 3) 


pa 
DD 


% 


en Se ee Sl SE ee ee) 
a N ee 
oO. Or een oO m 


Allgemein ergibt sich folgendes Gesetz: 


7 


IH(Ex),,, —ı = 


ADOX AZ Ye AP > Ra = eh) = 
ne ARE 


ARE AR NAT FAR 


n-q n-g+1 n-qg+2 2 1 1 n=-q 


v(n-q) 


AX 

"wo 
yl+yv2 HV3H. 2... tv) —=g 
und y1, v2, ... = ., v(n-q) alle Werthe von o, 1,.... bis q anneh- 


men können. 


. 34. 


' Wir gehen zu einem andern Falle über, wo in der Function ausser 
dem y, welches eine Function von x ist 
N—ilx 
auch noch die Grundgrösse x vorkommt 
Ze ZEN MIST EEO N 


Der erste Unterschied ist nach 48 


x 


94) | AU yyUN, 1 .f(x,y) ei A: A, f(x + AX,y) 
RS HNT. AX Ar N TAy 


- Der zweite und jeder folgende wird nach dieser Vorschrift 


aus dem unmittelbar vorhergehenden Unterschiede hergeleitet; es ist 


95) (Ax)” ÄX 7: 
a? AUx AL (= f(x.+ AX, n) - 
REN —. — u a 
ins ah De 
las a Bee 
er AR NAX Sn) Aue 2 
A JAOx "Ar: [AOlx+AX) (erer 
Tan (ax ar ar Ay’ 
und 
ee 
(AX)- AR 
A 7 APx a le) 
AX \ Ax ax 
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Ar Aöx A, 
RTEN pe re: 
ANA NHA RUNARE N 


AR = A te ) 
6 


a ee, N 


AX AX 


—— 


20 8 = 0 F e : Tai“ 
„a [9x 3 (a@xHax) a en) 
5 AX AR Ay“ 


N. 
Ay TAX AR AR Rx Ay“ 
A. [APx A), el A! [A, | 


AxX” N ay7 


ee) 


AX: 


AX. AX Ax°\ ar 


N 


a2 (AOx+X) A [9 Zu, ) 
Fe: 


)) 


vi 
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Das Gesetz der Bildung, welches hier sichtbar ist, findet auch bei 


dem vierten und jedem folgenden Unterschiede statt; so ist 


97) BERX,y) 2° 4° E aD) 
(Ax)" AX* Ay" 
() 3 
„ [108 8% (* —.ı 
Na AHA N Ay' 
u 2 
+ 2 1 
3 0 
UND A ah | 2 2 1(/ 
+ As [498 4% [4084 ax) AR BL 
ax" \AxX  Ax” AX ns Ay“ 
+ 0 1 1 
+ DO p2 0 
HM 0 1 
+ « 1 & 1 o 
; 55 en 6) 1) 
ft A) x APX. A SELSHAR) A. APSH2AR) Ar [af(x-+34x \x,y) \ 
| 5 AX Ax° Var? AX "AX Ane 
Et 0 1 0 
+ 0 Kit 0 0 
+ 1 OR = 0 0 


) 


0 re 5 h) 0 % BEN \\ 
dr 10x A, AO(KHAX) ER AGCKHAX) A) JAB(X-+34xX) dr A,Ex+4Ax,y), 

0 Ang = Tr a ———— 
AX | AX AxX AR FAR, AR A; AX AX Ay* | 
n I 


12.730. 
Wird aber hiebei nach 47 die Gleichung 
Ba en) _ key Hay) „aex 2,fCy) 


12 


90 


zu Grunde gelegt, so nehmen auch die spätern Unterschiede eine etwas 


veränderte Gestalt an; nämlich 


Fe 

u — 
n 
- 


Arf(X,y + 2Ay)ı 
ar 


Br 


| i 
i | + ra A, ( foRy + )) 


ala ie Sy + 2) 


und so auch der dritte Unterschied 


100) Re, ie DEIN 
AX. AX a 


ei A! m Ar _n er 2) 
Ay > 


0 3 ON Ey 2 
% A, (APR 4, Far | 
i ‘ e 


ARTEN DAR WAR TE LASERÄN Ay? 


ML Aox 2 (apx 2° (= R8 B 


By N 


91 
\. 36. 


Sind die beiden Grössen x und y als Factoren von einander ve- 
sondert, als 
4 


ZU IV EREEWDL YyIOX 
so sind die Unterschiede nach $. 34 


an 21 a 
AX Be Ay mar 
102) & (fy er u fy Bet 
AX AX° | 
AN RE er [+ 9) 
Ay ne N Aa Axı Vo = 
| In Se = (1.& ı »)) 
AS AR IN 
Bely a2 PAOR ER RDOSFARN. AL | | 
IR VEIT Sen —, —— Mi an LP = Yy/ 
Ay” RR? AX ax | AX AX" 1x) 
und | 
fy.f fx 
a ee 
2 AX | 
af : 
ale = ( ae , +22) | 
Ay" Ax° AX AxX 
1 1 
2 0 ; 
„afy] IR 10x 4, (ALK+ AX) A ee le 
| Ay?’ |1x®| ax 4x | Ahr! a) 
0 1 0 f 
1 0 0 - 
Aly a aFx A (aPlx+ax) 0° (AP(x+2ax) 2°. | 
ayı Ax°| ax Ax® ARE et 
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oder nach $. 39 


Alty DR) | a 


104 == . 
AX mu AX Ay (ae r 
Ar (Ev bes | 5, 8x 
105) A =f(y+24y). 
af A Fe 2 
Ey EAN) ee Ar, 
Ay AREA AX SAX \ 5 
at, [a0x 4° | 
AN ( —(ex)) 
AR MAX MAX / 
en 
i BE nxs AK Axa Ar ax | 
und 
106) - N tyra) hr 


„Afly+2ay) A, 3 = ei s) | 


Ay AR HAXKTAR 
1 1 
ik 0 
„A ;ErHy) A (2 A, an A! Ir \ 
Ay” AX’V Ax AX°\ Ax Ax° ))) 
o 1 
1 0 0 


ee ae: Se Se =(=)))) 
Ay’ ea AR AX| AxX Ax’\ ax  Ax° } 


u. 5. W. 
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Unterschiede der Functionen, welche durch 


unentwickelte Gleichungen gegeben sınd. 


oO 
d. 37. 
Die Zeichen, welche für unentwickelte Gleichungen gewählt werden, 
sind | | | 
107) Klo 


Die Grössen y und x bestimmen sich gegenseitig, Wird x als 


Grundelement angenommen, so ist y eine Function von x, oder 


Ye 0) X 
und dann sind die Zeichen obiger Gleichung 
108) EKOBA Eee. 
Von der Zunahme des Grundelements x hängt auch die Zunahme 


der Function von x oder die Zunahme von y oder von@x ab. Ist 
h die Zunahme von x, so wird die Zunahme von 9x durch die 
Gleichung 
f(x +b), x-+h) =f(ox+ıox, x+h)=o 
bestimmt. Erhält x nochmals eine Zunahme h, so wird die zweite 
Zunahme, welche @x hiedurch erhält, durch die Gleichung 
f(o(x +2h), x+2h) = f(ox +2419x+4 0x, x+2h)=o 

bestimmt. 

Hieraus ist deutlich, dass, wenn x um Ax, um 24x, um 3AXyı 2. 


wächst, die Function y dadurch die Zunahme Ay, A’y, A’y,.... erhält, 


welche durch folgende Gleichungen bestimmt werden: 


94 


er 
f(y+ayx+4x)=o0 
+ 2A y Hr Ay,x + 2x) 0 
f(y R 3A'y + 3A y + Ay, X + 34x) = 0 
f(y+Aay + 6Ay HA HA Yy,xX + 4X) oO 


Durch die erste wird y, durch die rer A'y, durch die dritte 
yes bestimmte? 
| Durch Ab- und Zuzählen können aus diesen Gleichungen andere 
hergeleitet werden; es seben die beiden ersteren folgende: 
Ii(y -+4ıy, Ar) eo 
oder | | | | 
110) | BEYER mg 
die drei ersten geben | 
f(y + 2a'y + Ay, x + 2Ax) - 2f(y + Ay, x * Ax) +-1(y,%) we) 
oder 
£(9(x + 2AX), X + 24x) - fox Fig), + ax) + Hox, 2) 0 
oder | 
111) | ' Ay Su 
und die vier ersten geben 
f(y +3Hy + 3A y + AYy,x + 34%) 
3 Ey HOCH Ay, x Hk Sax) 
+ 3ffy + A'y, X + Ax) 
| - f{y,x) 
oder 


f | C(x+34x), x+34x] —5f (Ps+2ax),x+24x] +3 | L(xX+AxX), x+Ax) - gx,;x)=0 
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oder ? ; 
112) j By KO 
und allgemein, ist 
f(y,x) = 0 
so ıst auch ‘ 
113) Re yore 
1.38. 


Unser Geschäft besteht in dem Trennen dieser Zunahmen A'y, A’y, 
Ay,.... von den übrigen Factoren, in welche die Unterschiede von 


f(y,x) zerlegt werden können. Zählen wir desshalb zu der Gleichung 


en 
- 


; f(y +4Ay, x + 4Ax) - f(yx) =o0 
die identische Gleichung 
| — f(y,x + 4x) + f(y,x +4x) = 0 
so erhalten wir folgende 
De a AN EEE AR) - Ay, 0 
Die beiden ersten Theile geben den Unterschied von f(y,x + Ax) 
in Hinsicht y, und wird dieser in zwei Factoren | 
WERT a,ily,r AR) 43) . Ay- 
ANNE 
zerlegt, und weil y eine Function von x ist, der. Unterschied Ay in die 
‘beiden Factoren | 


N 


so wie auch f(y,x + 4x) — f(y,x) der Unterschied von f(y,x) in Hin- 
sicht x in die beiden Factoren / 


Br, f(y 2 x) PAR 
AX 


96 
so wird 


Be 2 ax) Ay Alye a, 
Ay AX AX 
Da Ax eine willkührliche Grösse ist, so kann dieses Product nicht 
wegen des Factors Ax, sondern nur wegen des andern Factors ver- 


schwinden; es ist daher 


114) 1, Myıx ax) Ay) Ay,r)_, 
Ay AX AX 


Wird aber zu der obersten Gleichung die identische Gleichung 
fg Hay, DafyHay,)—o 


gezählt, so ergiebt sich aus denselben Gründen die Gleichung 


115) aralyı Dr, On are 


Ay AX AX 


In den Theilen dieser beiden Gleichungen 114 und 115 näm- 
lich in. HAN | 
Art CHAR). A Ey, EN. AR f(y + Ay,xX) 

Ay IE. : A 

kommt zwar Ay vor, aber nicht mehr als einzelner Factor, sondern nur 
als eine Grösse, welche durch Zu- oder Abzählen mit y verbunden 
ist. Es sind also alle Theile, welche in diesen beiden Gleichungen 
vorkommen, da Ay eine Function von x ist, nur Functionen von y 
und von x. . Wird daher in diesen Gleichungen eine Sonderung von 
A | 


N; « 0 *.. . 
„. vorgenommen, so erscheint dieser Bruch als eine Function von y 


. 


und x, und wird auf folgende Weise gebildet und bezeichnet 


4 


| 
| 
I 


oder auch. . 


Kr MA 
117) Dr N 
| AX A, f(y,x) 


Ay 


— Fyx) 


l 


Die höhern Unterschiede können nun, da y eine Function von 


x 1st, 


nach $. 34 oder 35 gebildet werden. 


RR 


Der besondere Fall, wo die Grössen y und x gesondert sind, ist 


wichtig; er sei durch die Gleichung 


118) | [v0 002 .0der 1% OR 


gegeben. Es ist nach 114 


A, f(y, X) Bu A, EX A Ex 
AX on AX ER AX 
und 
var er NUR 


13 


98 u 
und also 2 
A DXx 
een | 
119) | ae 
| Ay 
D. AO. 
Ist sogar 9x = x und 
120) Pyssen x 
so ıst | 
| Ks A ee 
121) | il 
RR Ay 
Die höhern Unterschiede lassen sich mit Leichtigkeit nehmen, 
denn i | 
A’y AKT yE* AAN NE ae 
AR ME ax Ay ] ne SAN, | En AK 
und wird statt > der vorige Werth eingeführt, so wird 
AX 


A'y AR E Ey\o' 
ne Ay RAY: 
Wird von diesem wieder der Unterschied in Hinsicht x genommen, 


so muss 


er: Ay A ee 
— a) 


entsteht; und allgemein, wird 
122) ( nn. 
Ay 


geselzt, so ist 


99 


Va 


13% 
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Unterschiede bestimmter Functionen. 


i. A. 
Der Unterschied von A. B._C ist | 
124) A(A.-B-O) = (A +AA).B + BI 10) —- A:B:.€ | 
und wenn das Vrlechen auf die einzelnen Elemente ausgedehnt wird 
125) A(A.B.C) & K.B-ACHE ABC H AA.AB.AC 


+ A.AB.C + AA.B.30 
+AA.B-C + AA.AB.C 


oder | ; 
IE REN BANN BED SA A UBERNG 
ANA BRArO EA AN BAG 
+ ALÄLE BL AO A DAR BASE 
und allgemein 1st 
AIG) SACKT A RR A Re 
RE AA RATE RAR) 
. 2 B h x { f 
re Ar AA AR ER 


+ + 
u 

VENEN. 

= 

& 


+ AHA: . . ® 3 . \ 4 > I A" A,) 


a 


wo 3 alle möglichen Versetzungen der oberen Stellenzahlen von A 


bedentet. 


101 
je 49. 


Wenn die Factoren des Products um gleichviel zunehmen, 
SE UN) (ah en ee X (m Ri) 
so gewinnt dieses so eben gezeigte Geschäft nichts an Einfachheit, wenn 


nicht die Zunahme von x bei dem Unterschiede - nehmen gleich 


ist der Zunahme der Factoren, oder wenn nicht 
Arc 
In diesem Falle lassen sich die Unterschiede sehr einfach darstellen; 


es ist nämlich 


127) Be nie wenn Ax=_—h 
und 
ee -pihx+4h) "'wenax=h 


\ 


und allgemein 
129) Az ne ln Ser ieh)er. wennaAx=h 
wo p und h jeden Werth annehmen. 

Ausser diesen Gleichungen 127, 128, 129, welche schon bekannt 
sind, theilen wir noch einige mit, die wir sonst noch nirgends gefunden, 
wovon wir aber bei andern Untersuchungen häufigen Gebrauch gemacht 
haben; es sind folgende: 3 
130) A ne :wennAxzh 


nn 2 Se wenn Ax=h 


und allgemein 
132) ei. u ee wennAx—_h 


eben so ıst 


133) A' A) I A+p h)r BR ae füraı 


102 


und allgemein 


a | a ER IEL Kan 
= 3 -x-ıl-k | 
> MERSATIRB ‚) wenn AX = 1 


134) a° (Ar Ber) 


‚WO ; P 


Bi 


M= (A +p h) L (B - (9-4) k) 


$. 48, ® 


Sind: die Factoren gleich, so können die Unterschiede nach N. 1 


gebildet werden, nämlich, wenn h die Zunahme von x ist 


ım ıl-ı m: 


135). u — (x + ah) ie (x + (n-1) h) 


x 21-1 | nr: nl=-ı 
n 
+ ar [x + ah) =.2.0)° ur (& + oh)" 


R N 


oder, wenn die Binomien in. .Producte von x und. n, n-1,,n-22,..2. 4% 


nach der Vorschrift BE ) 
ee qh)” = x + Rn - gr gch! + ae xuqdh Mi Sr 
aufgelöst werden, so wird 
N eh. nr: ar. or) 
+ en . a er an We ni .o0' 
TE ER er RE ee. 46 ee 1 1 oe Er 


ıl=4: »l=-1 


m .„oeTLm n m 135 ; z 
En BET h ( jolı ‚nn FE PEIL - (n-1)” be av eo (-)" ale 4 0") 


Es ist aber nach unserer Analysis N. 632, 633, 645 
3 = u 


2 E 
103 
ER A wm 
ol-ı ıl-ı niet i 
n A n | 
pP RE D=-p r n s n=-p Asa: 
olı D 1 ılı . (n-1) 4 } ® [} ® (-) nalı 10) — 1) 
1 1 R" at 
ol=-ı ıl-ı $ ul-ı 
n n n n An u n nlı 
wein em) ea 
1 1 2 
oe L ıl-1ı L Y Me 
1 n+q n N 1 1 tq) 
olı * n I gl J (n— 1) + ® ® ® ® (-)" Mh 1 i . 1,2233..0] 


nlı 
1 


folglich der nte Unterschied von x”, wenn m eine ganze bejahete- 
Zahl ist, 


- 


136) Ag x"— hc } h’ j nn A gan, h’ ® Ih, 2, ER, m) 


n+ıl-ı 


m i 
ER art ® Ra h# 0} h1, 2, 8, 10708'5 nl: 


na+21-1 / 
m; Re 
| m=-n=-2 2 (2) 
TEN h" . [,23,..,n] 
-r ® ® ® [1 “ 0} ® A ® ® ® °. ® ® ® a 
i ml-ı 
m 
() m-n (m=-n) 
t gm ya > X h ® I; 2, 2» 0 °.. n] 
GR - . 93 


Eine zweite Entwicklung des nten Unterschiedes von x”, welche 
bisher noeh nicht bekannt war, ist folgende: | | 
Es werde nach der Analysis N. 298 und 303 sowohl x” als x” durch 


Producte ersetzt, ın welchen die Factoren gleichen Unterschied ax = h 
haben, nämlich | 


DB ee [‘ de, ERR m . 1] he ygmılk | =) 
N EREIST m 2%, h?. gamiaık 
[1,2328 .m 31°. hi, get 


+ . . D . . . . » ® a " 
(-)"° 19% 2 Her: / ygılh 


104 


und 
xt xl. (1,2; ee zu N | ß) 


-m=-2lh 


za. hu 
-m=-3Hı 


sa. Ra ah 


+. eo ® ® ® ® . [7 ® ® ® v 


und nun nach 127 und 128 der nte Unterschied von diesen. Producten 


genommen; es ergeben sich. dadurch folgende Reihen 


2437) arte, mer meh 

2 at mi) schw. arohrrn. 

4 11a en: m el \ (m- Dar h h"*? ; (x Si Eher" a 3 
ra ° . 0 ° . ® + ® e OD « ® . o ® 


a [1 : Q he nie - . h" ; (x +n hy. 


und 


138) I ee — (-)" m i h" : (x 4 ah) 


® — (1,2 ye» ‚„m)- , (m+ De } hs 3 (ne 
+ (1 yryeee ‚m + 1%, . (m + A N hr: r (x +n hy 2 


72 ( b) 2, ..) m+ DIR (m + 3) et (x 4 hy eh 
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al ud eichine. 216 entsprungen, nd ıst eine der Hauptwährheiten des 
u Untersuchung, Dieses veranlasst zu der Gleichung 216 wieder Zu- 
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Die Yorstehende Gleichung geht dadurch ; in folgende über I 
ne ea 
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ersetzt werden ne wodurch folgen Gleichung. 
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' Br tr 1 wre 
Joh. Fr. Pf af findet im 2ten, Bande ‚des in & Archivs. Seite 
67 zuerst auf einem von unserm ganz verschiedenen We se ei ein ien 
sehr speciellen Fall unserer Gleichung, | ‚welcher ansicht © ; wenn u 
2, ge-p) ne mi— m2 —ı und I =1, ‚also, das. abwechselnde Ver- 


vielfachen aufgehoben ist, e © 


ee 


Diese Producte sind von den veränderlichen Factoren 


1 ee 1 


Er FE a DE ; r 
ER: | pP . prerpac peci 
begleitet. Bevor wir zu andern Producten bergehen , Y 


vi 


die Frage lösen: Können die Produote, \ 
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zahlen von (Z.d) und vonX abwechselnd steigen und fallen, 
durch andere ersetzt werden, wenn diese Factoren nicht 


vorhanden sind? 


Die vorgelegte Reihe der Producte ist 


(Z.d (U.X') (Z.d)" (V.X0) | ERDE RE) Zu (V.X% 
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Wird der erste Factor jedes dieser Producte a Theile zerlest, 


ZUR) — (2.0: (X,Z.40.X0)) +3.0.(2.4) (U.XZ.AR) 


so zerfällt dadurch die vorgegebene Reihe 'ın zwei Theile: 
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Der erste Theil dieser Reihe entsteht, wenn in der Reihe 228 
n en.ı,gaed-s Pc 
und 
U=-24aU 8) 
gesetzt wird; alle Geschäfte, welche zur Bildung dieses Theils vorge- 
nommen werden sollen, können ersetzt werden durch folgende: 
(Zidy AU.) 
I Ä 
Der zweite Theil der Reihe entspringt aus der vorgegebenen Reihe, 
wenn | 
nein-1,p=p+c, gg 
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gegetzt wird. Wir erhalten hiedurch eine zurücklaufende Bildungs- 
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welche den Weg bezeichnet, der zum Ziele führt; bilden wir nach ihr 
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.” ne 7: p+g=-ı ; 

e.2(n-1, p+c, g-c, U.X".2.AX)=c. (Z.d) (U.Y.ATT.Z.AR) 


„nm=ılı 


1 


+0'.2 (n-2,P426, 4-20, U.X7.Z°.(AX))) 


Cr. $ (9-2, Pp+2c, q—2c0, U.X".2Z. EX) C” „(2.3 U.V.X"7.2°.(4%)') 
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| | 1 
und zählen diese zusammen, so bleibt auf einer Seite nurs(n, p, q, U), 


ınd es entsteht die Gleichung. 
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ih 2. (U). (2.0) (X) 
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wo Z, X, U, Y willkührliche Funktionen von mehreren verschiedenen 


Elementen sind, welches auch oben schon angemerkt ist. . 
Eu Einen sehr speciellen Fall unserer Gleichung hat zuerst Joh. Fr. Pfaff 
“ im zweiten Bande des mathematischen Arhivs Seite 71 vsefunden, 


wo ausserdem, dass das abwechselnde Vervielfachen darin nicht vorkommt, 


noch qg = - pist, welche Grössen hier ganz willkürlich sind. 
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Die Aufgabe ist: ‚Die, Geschäfte, welche durch diese Ze 
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Bei dem zweiten Verfahren gehen wir von der Reihe aus 
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in welcher A eine beständige Grösse ist. 
Die vorgegebene Reihe 230 entspringt aus dieser, wenn nach dem 
Differentiren A—=X, gesetzt wird. 
Zur Abkürzung wird 
| IH A.K SV 
angenommen; eswird (Z.d)" (U.V") nach der Vorschrift 206 in Diffe- 


rentiale der einzelneu Factoren aufgelöst, 


genial) ee, . (Z.d)° V* 
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und so ferner die Differentiale von V” in die Differentiale von V nach 


der Vorschrift 220, nämlich 
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Werden nun alle diese Geschäfte vorgenommen, und die Producte 
nach den Potenzen von V oder von (1 + X,.X") geordnet, so ent- 
steht die Reihe 234, in welcher die begleitenden Factoren nach folgen- 


en Gesetze gebildet werden. 
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Diese unabhängige Bildungsweise ist dieselbe, welche wir aus der 
zurücklaufenden 235 würden erhalten haben, wenn wir deelhe weiter 
verfolgt hätten. 


as 
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Beide Reihen, sowohl die vorgegebene 230 als jene 234, in welche 
sie verwandelt ist, sind ganz allgemein und gelten für jeden Werth von 
n; sie haben verschiedene Formen, und eben diese Verschiedenheit 
in den Formen ist sehr nützlich , denn oft ıst die Natur einer Reihe leich- 
ter aus der andern Reihe, She sich nur durch die Form von ihr 
unterscheidet, zu erkennen. Ist z. B. 
= -Xx" 


und n eine ganze bejahte Zahl und grösser als m, oder ist 
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mon -p 
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Ist aber m = n, so verschwindet sie nicht, und die zweite Reihe 
gibt wenige Geschäfte an, durch welche die erste zu ersetzen ist, oder 
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Von der einfachen gehen wir zu einer zusammengeseltzten Reihe 
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Das Verfahren, diese Reihe in eine andere zu übertragen, ist wie- 


der das vorige; es wird der neue Factor in zwei Theile zerlegt, 
ZONEN Aal) = 5.(2.d°. (X 7.U:Z.48) 


und dadurch die vorgegebene Reihe in zwei andere, 
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gesetzt wird. Es entsteht hiedurch die Aalen ende Bildungsweise 
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| n=p+m+g 
und ist X, = -1, so ist nach 247 
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Ist aber 
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Heben wir das abwechselnde Vervielfachen auf, und setzen Z= ı und 
'Z =ı, so entstehen aus unsern allgemeinen Reihen 234 und 247 


zwei ganz specielle Reihen 


FAELUXI N ER UX) SE. 


und 


di (U. x) A(UXN) EUXM). 2 en f 


ur E jereralı BETT i are 
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Die erste dieser beiden speciellen Reihen hat L a] an den Nov. 
comment, Aca..Petrop. Tom. XVI Seite 230, und die letzte J..F. Pfaff 
in seinen Disquis. analyt, Seite 248 zuerst mitgetheilt. 


Ausser diesen Beulen speciellen Fällen, in welchen nicht aldı das 


ab wechselnde Vervielfachen aufgehoben , ‚sondern auch. noch den allge- 


meinen Grössen X, X,, h, bestimmte Werthe und den Grössen p und 


m bestimmte Relationen gegeben werden, findet man hei den Mathe- 


| ‚malikern nichts, was hieher gehört, und es werden sowohl die allgemeine 


| ‚Reihe 234 und die ch allgemeinere Reihe 247 mit ı, zurücklaufen- 


den und unabhängigen Bildungsweisen 239,236, 243, 246, 248 als auch 
die speciellen Reihen 237, 238, 249, 250 hier a: bekannt gemacht. 


Auch hat unser Verfahren in dieser allgemeinsten Untersuchung 


‚nichts mit demjenigen gemeinsam, welches Lexell und r faff bei den 


hnten ganz speciellen: Fällen befolst haben, 


m. Serliadungen zu bestimmien Summen aus den. 


\ PR 


: ‚mit dem Vervielfachen abwechselnden Diffe- 


ER rentialen und zwar aus den Elementen: 


» 


= 


(Z.d)'X w. dx (2. X 


307 Free SERIEN > y 
ur a art ı yarzlı Be 


’ 


L) 
Ban) 


= f, (zZ; z, 2, a . . 0 


= 


Zar BR 


4 
Es ist | 


Pe d BUN Er as 2 | “ R: n 
.dC@,)=Z. dX, EN De = a+1)%,,={a+1). Cin+ 2, 1; 


$ jr Bu SR a 
8% Er r E e- 


2. ACkn, Se == Rn Ca 1, 3) en: = En. B 
+ "dem, 4) = (n+1).Cin +1, # -— 4.9 ; Ca-q +1, 3). 


“ @ o » ” ® @ ® “ ® ® “ “ ® » E) ® [} [} “ ® ® [) 


Bei dem Uebergange von der Gleichung Rn 
2.4 Co, p-) = m+1) Ca+ np) -P-)qX,. G are Ss 


| zu der nichstfole iden wird die zurücklaufende Bildungsweise von a Cn,p) 
oder die Gleichung | 
Cn, I: — x, . Cin-q, p-1) 
"+ Ak . C(ug-1, P-1) 
+ Kuga PIE P1) 
zu Grunde gelegt, und diese Gleichung nach vorstehender Vorschrift S . 
differentiirt # ER 


Zdtchüp= x ‚\a-q +1) ae 1 az (p-1) qX Cin-qg +1, Ba), 
+ (g+1)X ,C@a-q,p-1) 


x... (9) Cin-4, BD) - (pi) gX, Ofn-2 g, a 
+(g+2% x. 6(a-q-1, P=#) 


““ Kann a Cu-9-1, De) (P-1)g X, Ca g-1, DE 
+ (q +3) X, Cn-g-2, p-1) 


=. % [) » “ R RA EN; Se 


4 N Be } I ah _ ® _ ® ar, C Momars 2) 


ee S 171 
N 2 A Cu, p) er 


ER; 


(n+1) (X, Cu-q+ 1, p-1) +X,,, C(n-g, p-1) Fooss ae C (P-V@p-:] 


-(p-1)g X, | X, Cin-2g+1,p-2)+X, , C@-2Bp-2) +. FA, ..-1, © ((P-)gr ‚p-2) 


-qX, Cn-q +1, p-1) - (p-)g Kon C[P-9 Go p-ıl 
Die erste eingeklammerte Reihe ist 
== Gen 1; p) 


die zweite eingeklammerte Reihe ist 


ma Cin-q + 1, p-1) ® Kwenaı c (P=2) I P=) 
und weil - E | 

| a | 
edap-) = X, . C(p-9% P-) 


so ist die dritte Horizontalreihe 


5 iu q : x, i Cn-q +1, p-1) - (p-1)q : x, 5 REN 6 ((p-2) 4, p-2] 


- Werden alle drei Horizontalreihen vereinigt, so. entsteht die Glei- 


chung 
er 5 (Z.d)' X 
251) (Z.d) Cm,p)=(a+H) C(n+, p)-pqg C (age, De) 
(Z.d)" (ZROEIRSEHZEOE N 
2 b) yarılı ER Segen 5) ® . . « * 


Kramp hat in seiner allgemeinen Arıthmetik Seite 280 den 
ganz speciellen Fall hievon, wo q == ı und wenn das Differentiiren nicht 
mit dem Vervielfachen abwechselt, also wo Z = 1 ist, angesehen ; 
nämlich | N 


d u == Mm + 4 Ca +1,P)- pP. Ca, p-1). a 


5 


a Fe ur Fun ie 5 } ae 2:9 * 8 De * ERLr 7 } 2% 
a Si = AR | i 


Die allgemeine Gleichung 251 erscheint hier zuerst; auch hat der 
N 22% 
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Beweis, der hier für 1 allgemeine Gleichung gegeben wie nichts 


gemein mit jenem des Herrn Kramp für den a speciellen F all. 


70. 
Diese Allgemeinheit kann gesteigert und das Gefundene als Vorberei- 
tung zu dem noch Höheren betrachtet werden. Das Höhere geben fol- 
gende Zeichen an | 


er (Z. X (ZA X \ 
ae 


qui ’ qarılı 9 qarzıe 


fm = P* fm 


Wir wollen das Differential von dieser Grösse suchen, in welcher 


n jede mögliche Zahl vorstellt. 


# 


Bei dieser allgemeinsten Aufgabe legen wir die Bildungsweise des 


Polynomiums unserer Analysis N. 29, Seite 49 zw ude, ne a 
n'-! n!' 
Bad) ..X. 0 


sl-ı ml-ı 


n=8 I X m 
et it X, -C(m+sgq, a Hut — . C(m+me,m) 


"pi 


(X 


differenturen diese Gleichung, und setzen nach N. 251 


q+ı 2 gq+2 g+3 >; 


Z.d6(m+sgs) = (m+sg+1) Cm+sg-+1, s)- gr1)! C [m+ (8-1)9, us x, 


und 


nr s+ıl=-ı as 
2.d erg X, C(m+sgq, > ee eo ne N X, An (m+sq , 5) ey 
Ba si-1 


—— 5 ca) KXe ka eo): % SE 


r ale a de 


(mis ar x, 


n=3 


6 One 1 Pr 


Es entelan hiedurch drei Ele von Pd wovon sich vie e 


gegenseitig zernichten und nur folgende übrig bleiben: 


RT BERN 
n 


Ö (m+mgq, m) 


ax 


jr a Sn Br . | 
v. en. RE) Kr 2. Cm+H4g 1) ö 
e; i . (m+142q) . X, (m-+1+29,2) 
I ; } 
x f U ee | 
; x Y Re ö X 8 39 h 
Et 2 man, | re BA 
' 2 ie erg. x = . C (m+1+mdg, m) 


mag) = B N ng) a. a: (np 


slı F Ka A a SER. 34 


4: Tue BESSCHEHN, 
f ER 
{ } 2% | 


ee Be) (n- 4 m+ıleı x I} \ 
“a. ar) = een 


USE een NR: Be a 


gt [6 (a, 0) 


Ka 


es =o (m+isq, . 


Pu 


SR) n-me4 ) 
114177 EI 7 1 y t eo IN DEE In ELSE. 


= wovon die erste 
folglich N 


(Z.d)' X 
dt ! 


+ 


ud X und Z.die oben angegebene Bedeutung 


‚liche Grösse bedeutet. 
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IV. Das mit dem Vervielfachen abwechselnde 
Differentiiren durch Hülfe: einer andern 


HL Function. 


El. 


Sind Z, Y, U verschiedene Functionen mehrerer unter sich unab- 
hängiger Grössen 
Det i2,52,2;, 
Y — R (Y,: Y; Ya} ” 
EB Lam, u,u, 


so ıst 


E die 
254) (2. U -- Cm). (m)? =: Man). ar) 
ER 1 di 
2 S CT). 5 U BRIZ Q' En % (a) U 
(a 1 di 
ml rm: Mt (ay) 
er + a 
4 £ / ? Ä 1 Be d r 
+ C(n,p) Be U + TE O'En-p+1). (z) Ü 
Re LE +. 2 . N 
1 daR 1 a Ba 
en) . En Ü AR 6: EN (mv 


qılı ? PEN 


ge en Z.dYY Ad’ V © 


3. 


Wir machen diese Gleichung hier zuerst bekannt; sie ‚gehört zu denje- 


1m 


nigen Gleichungen, welche uns bei vielen Untersuchungen die wichtig- 


sten Dienste geleistet haben. 


Man überzeugt sich von ihrer Wahrheit durch den allgemeinen Ushek: 


gang von nzun«+i1; es ist nämlich 


ee ' I 
E (Z. 9“ U> EN 2.d(> mr Cm, p) ° (zu U | 


p=9%, 1... ., 20 


1 d dı? 
m in (2 .dC(n,p): e- =) U+CG(n,p).Z2. i 7) U ‚| 
ferner 
d pP d p+1 
2. (5) U Zar, =) U 
und nach 251 | | e 


Z.dCo,p)=(n+ı).Ca +1, p) - p - Cm, p-1).Z.dY 
folglich | 


1 7, d n+1 nl 4 1 1 C d 3 
ra en (a. (u4,p). fr Ba U 
! | : dr 
-p.C(n, p-1).ZdV. ei U 


p+i 


d 
+ Ci, p).Z.dY. (z) v) 
Setzt man nun p = 0,1 2 ee ‚.n, so erhält man die Gleichung 
Ä 1 dı\? | 
ar (ZU = 2m Cars, Dr) U 


DON Bars ed re DAE 


welche mit der obigen 254 vollkommen übereinstimmt. 


N r 
es ui N» 

Je ER 
u 


1 


. x } ; r >agpigrn ie - 


: Dritte Abtheilung. 


I. DIFFERENTIIRBEN DER FUNGTIONEN VON 
FUNCTIONEN SOWOHL OHNE ALS MIT 
ABWECHSELNDEM VERVIELFACHEN. 


020. 


Das Diflerential von £,(f,x), von f, I, Chx)) ‚u. s. w. ist nach der 


früheren Untersuchung über die Trennung der Factoren bei den Unter- 


schieden $. 31, nachdem die Zunahme der Grundgrösse = o geselzt ist, 


Gerry. dEx 
ae dx 


EX 


255) df.(f,x) = 


at, (f “ ee Io) arm) di 
ae. dir df.x 
u. s. w., und von fx X f(oy) 


TAX 


MN m 
UX 


| En ERLITTEN db 
56 x em ae TA RREN EZ, (Gy ZN ® N 
256) al xx ton) Re nn N 


23 


Die höheren Differentiale befolgen diesen Gesetze, welche 
Unterschieden 82 nn sind; ist nämlich 
x = ip) 


oder, wenn y == 0x gesetzt wird, 


| hy ae 
so ıst nach 79 
d’f 2 f „duty d 
2) II — - (@x )n Fan n-1 !@ x), ken url (© s). tr IE on. “+1 
dx“ dy.: dy 
end die eurscklufende Bidunsen dieser Vorzahlen ach. N.80 
; __ dOx 
258) : PR iyaen PS 7 (OX),, N 
px A(Gx),, 
(0%)... ds ; (@X),. 4 REDE 
a RE APX),, 
E a = Ran : (OX),.; Hr ET 
ES dpx d(OX),... 
(O8)... dx hi (0x), + ge NT 
Ce Cor 
dx 


bei den 


Die unabhängige Bildungsweise dieser Vorzahlen ist nach N. 81 


39) (9), =, (ex), — or). = — (08), =... (9x ) 


ferner nach 82 


0) ll — = 


und nach 83 


D, er 


: 4 
= 


5 55) 


dy A d’ = dy “ 


2 ae de dx dx 


a E (dy\ “ 
a 


dx dx 


dx’ 


ET, 


ze 


oO ma aoo mn 9 


|dx 


ardr, 


& 


4 


"und 


ln [fdy a 
dx Idx dx’|dx dx ®)) | 


a a Ra a Ch Ra ER 
"ay“ .S dx'| dx dx’ (2 za: dx’ (2 fa 
ey d.dy G Idy G dy d’ ke | | 
Ha ey ol -—172'°754770 
aan. x’ I dx dx dx. dt dx dx’ a)“ 
+ sh ' 


N. d’ | dy Tu dy da. Idy dA. Jdy 
a cd dx er dx dx’\dx' dx! (2) )" 


2 


d’ fy a (dyı | 
+ — xN = 
dy a: dx 
Diese nnabhängige Bildungsweise erscheint hier zuerst, und steht we- 


 nigstens keiner andern an wissenschaftlichem Interesse nach, 


| | Diejenige unabhängige Bildungsweise, welche schon allgemein be- 
- kannt ist, ist folgende 


können, was am schliell ten. zum Ziele fi ührt, von unserer allgemein- ß 


_ eigentlich nur ein sehr specieller Fall von unserer Gleichung 254, aus 


welcher sie entsteht, wenn das abwechselnde Vervielfachen aufg gehoben, » 


” 


Für diese Wahrheit, welche immer vernilelei u Reihen bewiesen 
wurde, können wir hier zwei neue w ege angeben; wir können zu ihr. 
gelangen , wenn wir von der zurücklaufenden Bildungsweise 257: aus-. ni 


gehen und dabei unsere ‚Gleichung 231 oder 253 benutzen ; ‚oder wir 


leichung 254 Anwendung machen, denn diese Gleichung 266. ist 


oder wenn 


x 


Beh felichuäigen die Bildungsweise für den be son ndern. 
stimmt. werden. Ist z. Be 


erstens 


ol-ı 


BEVIER 


‚2l-ı 


} > 5 ‚Ui Het - 


.C (a, 


* 


fy—1g (arby) 


r 


nl- ı 


m 


Mr 


ar ER x“ Bi 


; nommen \ werden Han Wir wollen hier zwei lem Fälle < awäl j 


 (Z.d)’fy 


211 
“4 


u) 


che  Functionen. von y en 


.r 
rs 


. Oi m 3 Mae 


 _ 3 @2 1) | 
“ n = r he KR u 2 a 2 : | i Ss . 3 Ü 3 


eher YaL; 


a n a X 1(%, PR) f& N 


wo in der Function f ausser un Y es eine 


noch die veränderliche Grundgrösse x vorkommt. 


Es ist nach dem Früher en $. a 


rennen nn A 


en . £ wen u 


2) 2 &, Bo de 
dx Be 


dyaaehl; 


wenn die Stellen, worauf sich das Zerfällungszeichen 


EERENESS 
a 


nr 
ei, 


einem Puncte bezeichnet werden: 


v le REN 


2 (Mt) 


nd wenn die Geschäfte, welche hier angezeigt sind 


I 


I 


| ht die allgemeine, Gleichung für.’ 


_ nach welchen sich leic 


> 


N 


fferential ist schon in $. 71 angegel 


. höhern Diflerentialen über RN. 


ur 2 x 
24 
RN 


193 - 
999, _TZ, d°Z 


d'Z, d’Z 
am mgZ =; Erru .dZ° . C(n,0) + —— Far AZ; . C(n,1)+ ——- Fer zZ; SA hen 


d'Z | 
suosnerh Ze . C(n,n) 
| v7, CZ, d’Z, | N 
(mar ZEN N | 
wo | aa | | 
Zum .dZ, | 
az) 
BR 7 RZ. | 
az N az 


d’Z Ze 


ur EIN ZU 
Br a a 


Es sei 


y — 0,8); y, = 0,8.) , = WARSIS 


Man sucht die verschiedenen Differentiale von 
| 2 —4y,, Y,> Y:> En > 2 Yu 
Es ist 

AX A’X 


— 


IX d x 
a 1 tr 


—— 


| va dr 


oder | 
Re; EX 
= 


= 3 
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ferner ist 
X d“ IX 
a re > 


=>, 6 (h, gq), 2, (00% p), 1; 


i 


wo C(k,p), aus - 


oder es ıst 


Br NT 


ee a Pe mm 2, (c (h,g), - C(k,p), 


und allgemein 1st 


DIS kn 


283) a TIERy a We Fr NED 


aılı ‚n2lı ‚n3lı ncm)lı nı n2 n3 n(m) 
1 1 In: SEA | BR dx, dx‘ dx 


>> 
1,3P 250.0. „pm apılv, pzlı pcmj)lı 1 2 tm) 
? - ' ? ji! MI ..... 1# dy! dy > a 


y. 
- 


wo dem 
pı alle Werthe von oe, 1,....... 


1 I ONE 


PIM)e. seh eo a 


ge geben und 


d' y Ä d’y 
C(a1,p1), aus —.— —— » — 
a ): 1. %:dx. ER 
d’y d’y 
G6(n2 2), aus _— —_— 
( ’ pP 34 PER dx 2 1218, dx? $) 
'y d’y, 
n(m) (m) „ aus —— — _— 
CL pP I ee 3 a dx P) 


gebildet werden müssen. 


2 3 
d'y, d’y, ER 
P) 3 ERSTER 
ed ee ir 


=2, Ü h, g), et x 2: dx 


Tex | 


Ri van dy, 


u dy! 


»... gebildet wird, 


dx 


am 


7 


C(n1, pt), C (a, re 


0. OAn (MID am 


® ® ® ® ® ® 
- 
@ ® ® “ ® 
“> 
, 
® ® ® ® ® ® 
® “ ® ® ® e 
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N 


- Diese Bildungsweise kann man auch auf folgende Art angeben 


284) Pe STAY Y.y,; YYasıı3Y) ER 


yyılı n2lı nacm)lı nı n2 n(m) 
At . dx" x"! dx“ BR 
\ 


x d' j ni 
= (6 (n1,0), . re + ni, 1), rer day: a u 0) in Bey ee] 


BZ 


ce 1 n2 gi 
X (0030). re +C6(n2, 1),. a gg a +....+C0(n23,n2),. ug) 
d din 


|? 


(cutm) u gr gr re | 


n(m) 


HR Ehen C(n(m),n(m)), m Ay —| nz Mae. y.) 


Soll nun von der Function f(y,,Yy,,.» -, y„) das nte Differential 
überhaupt genommen werden, ohne dass es bestimmt wird, wie oft ın 


Hinsicht x, oder x,, . « . , so lässt sich seine Bildungsweise jetzt leicht 


EN rl 
- 


angeben, nämlich 


ee: d f(y, 


a url 


a Ey yes Fee. dran en dan 


ep ———." 
M1;n2y.,ntM) nılı nalı, n(m)lı nı a a(mı) 
- 1 i BT. “ dx‘ dx‘, ...o dx 


m sale 


Vi 


wo n1, 0n2,....,n(m) alle möglichen Werthe von 0, 1,... bis n er- 
halten, und zwar so, dass | | 
| nF n?!+.:,. . +0 =m 


‘oder auch 


286) d’f(y,y YarııY) _ 
1 


' Pp1+p2+...+p(m) 
Ex er) pt), C(n2, P ER C(n{m), p(m)), 


a "pipılı ran nr dy!' dy!’.dy 


a 


SEAT 


m 
wo 


2 
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( 


ey) — 


und | 
y# p2, “2. , p(m) alle Werthe von 0, 1, DIES, au bis 
nIERD? N ‚ h(m) erhält. - 

Einen ähnlichen aber nicht denselben Fall entwickelt Wronski Phil. 


de la T. Seite 131 bis 134 


Es sei y eine Function mehrerer veränderlicher Grössen; 
{ ee een 


Man sucht das nte Differential von f(y) 
Es ist | 


day — > N .Co,gQ) wo qg=0,1,...,n, und 


IT ar 
ee u, 3.1q3 u-g# gin-q+1) 
wo qg1,92, G81... „alle Werther yon a, 1, 23.22 erhalten, so dass 
gi+ gt... .+gag +) = q | 
1,.,g4 Harqg2 me So (ag +1). g(n-q ie een 


folglich 
BET ROn d'fy Kdyaeadayıe dreay el 
28 / ) galı Be 3, FRE dy! 22 ET? gen) aooa» Are lı 
wo zugleich 
- 5 5 $ « fi 
d Y BAR ER d RR, %,) Bi dx’ dx’: x 
ya a7 (2 N ES dx‘ a. Age! 02. | p 


und 


72 


sirs2 +... 24 8p) =. 5 


Es seı 


®; (x, P) x,3- a a 9 dr 2 X,) 
Mn — 0,8, P) x, DER PO EEE = 


Man sucht das nte Differential von f(y,, Y.>, :: +, Yu) 


ee 
I il 


Es ist 
ya ya), Gere ya) 
Rama: ER ya ee 
und 
d... . RE (Yıorıya) U Ey Yu) 


nılı ncm)lı an egal jean) ua dy P% Ay Uni, a1), C(n2, a2), ren 


1 ee! 
| ‚.... C(nim), a(m)), 


also 


288) d’ ern 2 m) : 


eg d’ ty, yo) 


na jaljalı | may dyrdga” eu 


wo 


d' aqzi d’ aqy2 di’ ay,3 dEREDH lo 
C(ngzag), = = | 2.) | 1 ir ne) C 


y.ı q>. pe 
und | 
d’v d' RE X | ... X i 
- An == e ‚sılı PS ZIG 2 i 1) sp (dx, ie (dx, Van dar er 
1 len dx, dx. ..dx,: : 
wo 


RE n(m). en 
galrarn..,.. + a(m) =a 


sein muss, aber 
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a — 0, 1, 2, ® ae ® >) bis a 
ER N I Re 5 Ch 
92 NEON N EI ENSITR 


. 
® 
. 
. 
. 
® 
. 
e 
. 


an 051,3, hm) 
gesetzt werden, und wo 
aqg,1 +'ag, 2 +. 2... #Rag,.ong-ag +1 — aq 
1. (ag,1) + 2.(ag2) +. 2: 2 + (ng-ag +1).(ag, ng-ag+ 1) = ng 
und 


SI HS2.E.58 Hl em) re 


sein muss. 
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Vierte Abtheilune. 


VERSCHIEDENE ORDNUNG DES DIFFERENTIIRENS BEI 
PRODUCTEN SOWOHL OHNE ALS MIT ABWECH 
SELNDEM VERVIELFACHEN. 


\. 79. 


Ist x eine Function von den unter sich unabhängigen Elementen 
a,b, ec, | 


ze7r-(&, b, c) 


und sind @,x, ®.x, ©,x Functionen von x oder von Grössen, unter wel- 


chen auch x, nur nicht a, oder b oder c vorkommen, so ist immer 


289) d,o,x d.o,x dio,x — 49,8. d0,x 9x 

| TERaRS de mus da dc dh 

dOx d.0,x d.9,% pet, d.0,x% d,0,x d,9,x% 
DPD dbaiyn.de da 

dox dox dox __IdPx 4,0% dD.x 

dc da DB des dh da 
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denn jedesmal entsteht das Product | 

4.0.32 do. .d,0x 2.dx Wir! „dx 

| dx dx dx da db "de 

» Diese Wahrheit ist wohl zu unterscheiden von der schon bekannten 
iR A ER d’fx | 


da.db.de ı da.de.db - .dh.dande 


welche wir schou her 170 mitgetheilt haben. Dasselbe gilt von den 


= 


folgenden Wahrheiten. 


Ferner ist bei der obigen Voraussetzung 2 


d d rd a 
290 Ru en Be ee ale 
0) lex 0n) = ls on) 
Denn | | 
d. [0 a ROT DR IAD, X 
a = @ vs Abda * db "da 


und Me Ä “ 
| d, _gx. 39%, 10% dpx 
193 “ ei 9x 9)= 9x. daidb , da, 3 Nab 


Beide führen also nach 289 zu demselben Resultate. 


Wir verfolgen diesen Gegenstand weiter, vervielfachen die Gleichung 
2390 mit 9,x und differentiiren solche in Hinsicht c 
(x. x. 00j)=& (ax. Eins kn) 
Stellen “wir diese Gleichung durch ua 
(& b, a) 0 (Ca, b) = (x 
dar, so geht aus ihr hervor, dass das zweite und dritte Element. 
sich verwechseln lassen. en | | 
Wir setzen in der Gleichung 290 
0,x statt @,x 


1 | GOR san 
unc | xe sta x 
Q; de P, 


’ | (Bi, 08, Che (a,b ‚ c) 
Das erste ‚und zweite Element lassen sich also verwechseln. 
Aus dieser. Gleichung ß entsteht, wenn nach & das zweite und dritte ' 


Element verwechselt ‚werden, ale 
Se 2, a) Be ar 5) 


Es lassen sich also das erste ‚und zweite 


a erste und dritte 


zweite und dritte Elena 


Te lassen sich. alte Klemiene versetzen. Hieraus geht folgende Wahr- 


abhängigen ( Boössen a. Ch ist, so behält 


le : = 0.x:5 >) 


r denselben ee welehe Verscisungen mit ı 


Ds 


unction von mehrere 


294) . 


ohne dass der Werth ee verändert wird. 


ERRRCRE: & 


Hr 


N den eng wir ee GE elfendes behaupten 


x 


rn Am Bu La, 


2 a \ 


Aus diesem können wir gleich wie R 8.70 unmittelbar folgern an 


296) Bei den Voraussetzungen in 295 st bei dem Diffe- 


rentiiren mit abwechselndem Vervielfachen 


(0.5. X) ci [VIRe Sr we 


gestatten, 


wir d. 


neh. wenn 1 jeder Factor des Products differentürt wa 


‚und 295, als wenn das’ N. mit dem Vervielfache Ar 


wie in 291, 292 


N D IFFR BREI ER 


wenn h beständig ist, 
diix+h) _ en dx + a. _ df(x+b) 
Ax +h). ); 
wenn x beständig ee 
ld x +h) _ 


Pe tash) 
dh’ 


dif(ixsh) EHıh) 
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Der 
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e Sa dh” 
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ne - +h). 
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"Eine a Air © erhält t vorstehende Grcelı, a wenn Bu 


ER 


N 


es en ii, ok, Aa 
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E 'Afx, welche d dadurch entsteht, dass 3 x um h ya 


ta. h 


© d® 


“ = dh‘ = m “dh” ET ee 
| Eh) _ Eisuh) di fx 


da 


nn. 1 ; ds Afx # ae d af S \ d’h . = ! de‘ ; el dh 


Ei ur ame Tee. 


I so wird, weil die folgenden Glieder wegen d’h' = 0, dhi - 


” 


. vers chwinden 3 


we 


sicht > x durch Differentiale von ne mE Hinsicht, “ ersetzt 


ö noch. m mal in Hinsicht ee differentürt, Y 


a % de ee a ie A ER 
er BR galı GRSN 2 dh’ dx” BER NETT | : 
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ee a... 
? N, Teredho, Ah) dx” Be "plan \h\dx® | 


ee 
_ Dieses Ucbertragen eines Differential 3 in Hhsicht x Auf das Differen- ER 


Sr in Hinsicht h ‚vom Unterschiede der gegebenen Function kann bei 


‘ Functionen mehrerer ‚ver ränderlicher Grössen weiter fortgeführt werden. ge ak 
Es ist nach 301 Be ee a 
a DB Afx, E 
“dh. \ nn 5 


Te ee da) 
nl ” dhr” \h, ade 5. 1 ur dh" \ r : da 


ei, x +) a A , en 1 x) 


= PET: N 
/ L dh?\ 


dell, a x, Er N 4 5 dere A an 

er a Bla dx, Taxı . | = ee ee du dh”: 1 
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x win | 1 lı 1 ılı dh" dh’ aha 1 
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ea dx; . dx, 
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m ni, pP ah, 
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ERBEN Lin, En es 5 nı 3 Er 
res ee R es E i 


a ee = 7 A B: Las dab: r 


m 


B, .o 1-F 


a © —_ ee 
Fe dh 


m 


3 


RE fxıh) do (h, 1x). 
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ae Se d"fx oc S 


| de Aldefx\ de 20 (h, ICE ne x en 
eb) a la) ae sn 


Ta — ran ds” er Fra 


fol el [e N. % 


N 


de Ca Kae) | ed o(h,x) d”f(x+h)' 
dh". (o® 2: det ga ah wo dx 


do ch, x) d’£(x+h) _ 


-(a+nb) © ee dh EN 


als \ ee /dz(h, aslh,x) a 
Srerdb sch dee Vh 


% 
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RK 


Ä 0 | gewinnen wir folgende: Sa 


de v <(h, ). 
ge .dh” 


nn i en 
a % vorhergehen oder nachfolgen ‚kann. 


FREUEN 2 4% 


Ener Gleichung kann 


u.* 


2 2.cdh nd 


@ 


‘. 


. 


Alle diese Gleichungen Ole 310 sind ganz allgemein und e 


‚erscheinen hier zuerst; wir u, um ihren Nutzen zu zeigen, zu ganz 
speciellen F ällen übergehen, , wovon einige wenige schon bei Wronski 
und Burm ann vorkommen. Wir setzen zu diesem Zwecke nach dem. 


‚ Differentüiren h= o und erhalten aus an 


“ 


Bin. are re abe. a de ea 
ı dx N Degen) at he „dh“'.dx' dx" Ad nn we Kal dh‘ h dx 2 


# 


Setzt man Be 0, so ergibt sich die Gleichung : welche 


Won ei Phil. de la=T. IL ‚Seite 43 N, 177 und Seite 46 N. 150 findet. 


Aus 307 ‚wird 


n1+n24...+n(m) Hr 
dr a er Rudl. 
en eg ii dat}... a 


| —— 
wre 
nı 


#1 


rar. man-m 


e 


1 er sn! du”. dh”... dh" 


e , 0. — 0 gesetzt wird, 


Be .—h Bast 
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Ele =ıla n2- 1lı Se Tr 
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(dach, a 
Prr/dh .dh’ }, 


® 


——— 
—— 


dh’ 
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olh,x) = Fix+h), | 5 
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‘2 gps (m4n | d 
Rn re 


Ci 
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316) dis | d" ar 


dx tdh 


welche Wrons ki a ' 


etzen wir sogar F (& + bh) 1, so entsteht die ganz specielle Glei- 


a h y { E ER 


= ee 
..2. 22) ea... ee 


h=0 + u RN 7 N he o » 


welche Wron ski Seite es N: 183 findet. | Me s 


3% +) et gesetzt. werden Mio; | n | a 
ansıh) en N 


e ee | dF(x+h) (v 
ER MG En Sr BE rn 


_ Hiedurch entsteht die ah 


ee er 2 fx En 
H 3 9 BER a h (1) 
i re een Eosh)" eh Br En IF (x4 


Hieraus Er die  hriakeit der einen Gleichung 314 erhel 


4 In, da die bis u bekannten ln welche. mit ‚eben so Bar 


De ir 


so. gibt sie, | 


folgender Reihe von ( Gleichungen: für n— _— o is 


= u. ‚ und in 


ee ni AR) _ 


Wird wieder in Hinsicht x differentürt, mit vervielfacht, 


ee ; 
so entsteht die Gleichung : 


| Fer nhernannanget oe eerzeentent 


dis dx | ix Arlar‘ 


Y 


und das Vervislfachen mit, d es “ 
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ei ee 


a? a 


(d 


320 
er .dix 


dFx, BR BEN & ’ 
Lv nam Kanes near ! 
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: 
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a wollen wir das Verhalten der Differentiale 


| a (ara fx) Er e RU nn 
323) FE m {a - 5 nr 
? iu. /ı=o We a 
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Bi | . d’(A” fx nn an)“. ix 
a a nn 3.2. n]R 
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a 


335). a = a 
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Differential von fyi in Hinsicht K 
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sc fy 
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2. 
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. Ufn 


U’ fo) e: 


dig, 
4 le 


DR 


Ur tı 


d’ [1x 


u einer andern Bildungsweise übergehen. 


ü) 
D:, 


Diese Bildungsweise gibt Wronski Seite 


m sucht das nte Differential | von | 1, 4 | y, ; | yo 


5 
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: en PL er ; 2 3 


nl 2lı am)lı BE DIR CHE BERNETO) 
u ec» x ; dx‘ dx} eso dx‘, Rs > 


pi+P2+...+ptm) | \ = 
Ey 
ua aye: 


en u # : ale j ; v 
Bey) ram am ee 
| ® un an dyun ! De dh! ii eg NS ar za 2 


* 


wo p ; N Pa: en... die worigen Werthe erhalten. 


Das ee nte Differential von Ky., ; e.. ‚y.) wird jetzt eben 


> " ; 4 


gg ug) 
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en N dyi..d N 
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un 
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.o 
en AEn2t tn Papa. nem ’ Eu Pa 


a “ en | ‚die Bildungsweise des nten Differentials 
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Weonski Seite 197 3, 


Sechste Abtheilung. 


ach en ibn ee de nn 


2 ulso auch ay verschwindet, . 


u 


ER = 0, ER 


> Eu. 


gefunden ist, kann eine Aufgabe von viel grös- 
‚serem. a mit Leichtigkeit a NE namlich 2 | 
gegeben; man bilde a höheren Differentials einer an ee ae md 
dern Function von y nämlich von a n a a es ee 


eng 342 mit. 


% x 3 


vervielfachen, es 


\ 


e Form wie 


oder wenn 


ist, und die höheren Diffe x 
hier besonders gewür ürdigt 


und dann das nte Differential von Fy entweder nach der Vorschrift. | 


$ 
FEN 


oder weil 


S 


ist, nach folgender Vorschrift: 


_ Funetionen , welche dürch‘ unentwickelte Gleichungen 


SR 
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w 


ar dei) 
k 


zu Hälfe, > nich, wenn x die Zuüahme von yı ist, 


Hs 


Se BL der 


(di AR) 


# { ea 


N gesetzt wird, fr 


S x 
be ja} . 


= i ry (gro +k) 


m m 


Jay re DEN, eh da 


k=0 


e 


D 


any a Mr lat 
ar dx day \ dx, a =(7)} 


und kolehih wenn in ‚der obigen Hüllsgleichung n = = — dr gesetzt wird 
N ERy_ AR (den, may . 
de de Ne 


wet 
R a L; 3% 


Bye u (aby ") 


VBeberhaupt, t 0... : ne 


ee s® 2 | 2 a 


‚gibt sich folgende Deine ee , 


0) (a, 
| wer Ad, 


i welche auch Wr on ski Phil. Se 53 N. 189° gibt. 


Von dieser können wir zu 


‚Setzen wir nänlich 


yık-yabok- 


# ‚so wie auch 


hör: 


1803 I 


e Bürmann zuerst | im Jahre 


® = 
Ir nn 


die > umgekehrte Function, A 


mei 


m my + "9" 


und folglich 


» 


an 


IE _ Vebertragen der Differentiale im Hinsicht. eines Blements 
auf Differentiale in Hinsicht eines andern Elemenis, welches 
‚sich in den gegebenen Gleichungen befindet. , 


E R 
z 


N PR . 
g N D6%7 


15 NE X 
\ x i 


Es sel Mn 


den Elemente. a und b selbst sind von. einander unabhängig. a 


Wird zur Abkürzung a | Be 


# 


LT ee a + b. mx en ni EDER a N 


D a ; 2 
) ns N Reh R . 

KNRSG y; Ü 
EN, LEN 


 geseizt, und das. Differential i in Hinsicht a genommen ee 


ee x i Mr a ds 


£ 


% 
ei 


ichung Hit si 


ae an . 
a Ale Gleichung, ist x ch von a als vonb abhängig, die bei- “ 


; denn wird de 


es R dx db wr NH Aa I; hr | 
oder z:,. 3% an he R Y S 
E. 366 Be ne NAHER he BE t 
Die Function )x ist ganz allgemein, nur darf sie keine Differen- 
x BR “ H Sen \ R { - De h R ; | 1 i | % i ; ; 


De RNIT. Dar X . a 
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da 


ei Fr 


\da/ 5 | 
Danun N Ä ö N 
: ne ae | 
de d [dx d Ads | 
za — m — [-) = — [7X.— * 
DR std da \db "da ® 7) 
aber nicht rs | 
dx\ en un a 
ar da | sd IE un 2 
a) d + grey a 1% g' { br 6 4 
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TR w. Als wir Bor zu den höheren Differentialen von. x an. Hin N 
ie De Ban N 


a so zeigt uns diese ‚Bemerkung, welchem Wege ee N, 
LE RRE 3 Fr RR RR a ZELL 


LE 


Wir nehmen’ daher eine frühere allgemeine Wahr- N: 


BEN, 4 5 

2 N y % Ef E Ar 
Koun i \ fi . ’ 2 wet e Au ihn . Iar y 

j FARB eu » Year TR y . » & & Wr re, B 
a « ; y v ? . ‚ } " . N 
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E x 
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a 


ter sich unabhängigen 


F 


Verwechselung der Elemente | a und bi gestattet, ı 


Wird ie allgemeine W ahrheit mit der, obig gen 366 verbunden, 


[ERERT $ rg FEN BEN Re 


2 ‚so en daraus Rn | % es en 


5 A h 3 ; = | So a n | 


Ueberhaupt 5 Be 


ee odhı dar 
‚gefunden, so ist 


4 


« 


und nach der obigen Gleichung _ 


I 


en. .,dba 


- Wir legen eine Aufgabe von grösserem Umfange vor 


AR Er 


hung der Rechnung. 
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Ay 


PEN, 


2 
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ae, da, 
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7 


lglich wenn zur Abkürzung 
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Er 
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FE yroy0, 


S 


gesetzt wird . ale. E | a: ns h 


a 
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\ 
N 


nanderfolgende Gleichu 
ichungen 
meinheit erhalten, wenn sie mit - 7 
Be: \ SER ER hi = N | | a 


Kt 


‚eine. Func 


a auf, Differentiale i in Hinsicht a übertragen , so. 
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2 


(€ otenz. bedeutet, 
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ein 
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RE a2 n(q) 
da), . da, zu.da Ai 
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=” } 


Dieses Uebertragen der iuRsefnuale, auf dere Elemente 


statt bei F unctionen mehrerer veränderlicher Grössen; es sei, 


. x)+b ir ea 


Bi 


Dr "76, 2% PS 2a Ba 


hung nur x ‚alle n 
RR 0... und wenn ‘x veränderlich ist 
eichungen durch Zuzählen vereint 
as vollständige Differential von 
sowohl x als. x, veränderlich ist. Eben so ist bei der zweiten GI 
. ...000.%. oder, wenn wir ‘wegen 


+ “ 


‚ rentialen, nämlich zu) N 


db? 


er 


db’ 


und all gomein zu 


- 
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EUR, x) 


„al 


da 


le ch 2 290 bei von einand. 


vo 
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—— 
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da)" 
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u 


"setzen. Diese eig bahnt ı uns ‚den Weg zu ‚ den höheren De 


2. db 
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da 


> 


oder nd 
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0 ergibt sich durch diese 
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N 


und allgemein 


Rn 


ert a, werden, bei ke die, ne 09 ,’a, u ı Grunde eigen 


n Mukng ee. dd zwar, nn jenen in‘. 97 und x 100, dan ii 98 
es 99 erscheinen hier zuerst, Man wird in den Schriften dieser Mathe- | 
_ matiker andere Wege finden ; ‚wodurch sie zum Ziele gelangen, als der- i 4 
 jenige ist, den wir hier "eingeschlagen haben; ‚aber es wird such aus 


unserer Untersuchung deutlich hervorgehen , \ dass dies se Entwickelungen 


ganz auf der Willkühr i in der Wahl der Ordnung beim Differentiiren. in 


it 2 beruhen. 
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ax+b) 
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er Fr 
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x 
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G 
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De Die Bildungsweise der 
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sich durch. | das Differentiiren. 
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Er 


Warn ee 
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PR 


Pr 
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Are BR et ung 3 ER 
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x 
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| le zuletzt. ‚die. Reihen nach den Gleichung 920 Anal. Seite 310 : 
summirt, nänlich nach 2 | wa | ee 


EM 3 ahralı ahralı ale EL ER, 
Eich BR yon En 0 ee = Art (S- 2 ER: 
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VI. Allgemeine und besondere Fälle über die mit 
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sind, geben folgende Zeichen. am: BURN IR EL N N RB 


erstens Ba a we a ee 


AT) | Al, 0, er 2 nn)? = =. . en na fr 


\ 


E Al, 9,6, 2, a Enz + Al, 0, ie Dies a: 


BEER: 2% 
{ By . a 7 
- E ’ ? - “mw e 
B SRFCHEN A Tr, AR EA FRSE: : N AAN, x N IRN A 
a : a N x - .. > x T 
. . P®, r 5 
ZAWEILODS EM wa a Eee a On 
s k r 2 a } N x N al % £ N 
RE t a - - Er 2 , , $ | 
% » + A DE x 
x f \ 
- ” 
| 
y £ x 
. Y “ ‘ 
r & f; ” 
« 4 _ 
Y Ta FR r 
| 


h Bars), ati|' 


drittens 


r 


0,64,; a N n Y ae ') 
REN 


ji ie " 0 6, Bu 2) ‚n-1 X ah 


+ A|, 0. @ ee ie un! RAR 


A A|, (mm)? XAu 


4 


und viertens 


\ 


Be .. N *- el En nr | N Me Ba 
AA N (1,2, Yan 2)”, n+1) Bi ee A xAl,: ,@ ee. 


an iR A er (3 4 Ay. a 


r Adken xAı Eh @ DR 


(mi=1) ' 
‚at 3. 


®x Alm nt ‚(m-m+3n-M 43,0) 


a 
he Ars, -m. 2 
02) : 
nn I 


0 ”" » . “ D . . 


(0) { 
\ Arco Re 


A ü 
ar2-m .9 


An R 
: u+1 $) 


Ar 4% 
n+i PR 


(2) r 
A, 


A 
n+2-m 


AMR 
nF+4t 


so dass die letzten m obere Stelfenzahlen und auch die ten m unteren 


‘ 


“ ° 
>) ° 
Ra 
Er z 


® @ U} 2 

ONE A 
Be VEN, n+ı-m 

mt ram) RN, 
. ER 4. 3 Ale - vn 
L ® ® ® .* ®* “ 
An 

x \ ix 2 n+L 


Stellenzahlen geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen aus 4, an 


zu m Elementen, und dass die erste obere und die letzte untere Stellen- 


zahl unver änderlich sind. 
Istm a8, 


481) A ( 0,(4,2,3,4, er ",n) 


3: 


Diese Verbindungen beiölgen n Gesetze, die den 
sie sind. folgende: x 


erstens 


482) A [’0, (1, A „n)”, es ; | 


| Al’, 1,2%.0.,0-1)”, ar) a (’% 2 nm) ®,n 


nu; 


Br 
.o 
Rast 


— 


u 


er > 


und n =5, so ist 


ja 
2 
_ 


Er 
o © 


EEE 
RER 
Ri 


.> 
© 
se 


m 
© i 
re R 


[8 I ER 


a 


a 
BD 
u 


a 
A Ar 
6 
a): (8) 
Ar 
Ar MA ; 
R \ (5) 
A, A, : 
At: An 
(3) (4) 
AA 
N 1 > 
5 6 
i Are: 2 A X Ss 
5 0:3 
(4) (5) 
Ag ir | 
vorigen ähnlich sind; 
ee | 
3 Ru, 


| ae Fu x Alt, (2% In . 3 2)"",n41) \ 


ee Er 1 \ 


Rn AR "atı) | 


3 + A x | IN (’ > 


; ar a und 
; "a + 2 a} ge 5 . 5 2 


e) 


es re, x Al n-m+,(u-m 43)" & Has 
hg ; 2 


EN anti 


a e) RiRN N al 3 hen 
i sv \ ) R { k FRE R ® 


U ÄER NO i Kae N Br 0 DR 


er 


= al mm |, x Al 


> 


a = N es Be (1, BaneE SR "mrı), x rn re 


nF n : Sur a 


n+ı1 


- h | = ax “ % S H + A (’ 0, @ Raus m)" a x an er = i 3 R 


PER £ IR ee: ..': RE .'‘ . . BRETTEN 


Y ö Aue E 7 e REN, 


+ Alor (% Bu: ae? n |, KA 


N 2, + 1, nr E) ee N 2 


das Zeichen für die Sue der Producte, ‚welche aus m+1 Factoren be- 


Ba, deren ‚erste. m oberen Stellenzahlen die, ‚geordneten Verbindun- 


Er A 
EEE wi dal ER F R RR Kuh h $ 

Sn a Sen RE FE = A BAU ee Sn R ar Mar $ 
RE en ee, e RER IRA EDITIEREN LO ER 


in 1 Y 
7 ie a 


U, 


Stellenzahlen A 


| a : a der 


S . | Zahl n ne in m+i en ek ee ei 
beide die Anzahl der Verbindungen | 


489) 


Es sei 
490) 
das Zeichen für 


aus. den Grössen 


(0) 

A, ; 
(9) 

A, > 
(09) 

A, > 
(0) 

Ve 3 
(0) 

AR 3 
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AKnARrA (2; Ir ne DB) nHgen a) 
EAST REN IE mn N) ht n=1),) 
+ A, XA (% DR BT IH.) 


+ ® ®. ® [} [ ® ® . ° ® . ® ® ® . b} 


EINER CN. ((m-m+2,0-m+3,..,n)"""n+i „j(m ).) 


. 132. 


A [% E17 ® a 2 n 1 e) 3 (Due 


die Summe der Producte von m+ ı Factoren gewählt 
5 


(2) (3) - (N+rt) 
’ A, 3 A, > 1 e \ 3 A, 
(n.) 


A 
An 


3 


(n-2y% 
3 ® ® ® » ® ® K} “ ® 3 A, 


s s ” ® °. ® ® ® ® ® » o ® 


(1) (m) 
AT 2: : Y “ ‘ v e 2 = ; J A 


und zwar so, dass die letzten m oberen Stellenzahlen die geordueten 


Verbindungen ohne Wiederholungen aus 1,2,3,...,n zu m Elementen 


sind, dass die erste obere Stellenzahl o unveränderlich ist, und dass die 


unteren Stellenzahlen die Zerfällungen der Zahl n+ı in m+1 Elemente 


sind. 


Ist. na 0 Ze so ist 


44 
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\a3) | (0) (vw (2) 13) 
491) A (9 (1, 2, 3 4, 5) 3 h (6), == A, Ag A, AS 

(0) (ı) (2) (4) 
| A, A, A, A, 

A A N A 

(0) (vD (3) (4) 

A, ANA, An 

AR} A A Ar 

A A or A 

2)) ä 5. 
A A‘ N AN A, > 

A BAR FAND Am 
2 ı 2 1 

AROL: An Ay Ar: 

2 > ı FRE 

(0) »<3) (4) 5) 
A, Ar HA, A, 


Die Gesetze, ‘welche bei diesen Verbindungen vorkommen, sind 


den vorhergehenden ähnlich; sie liegen in folgenden Zeichen: 

492) A (Bd) ne E Ce a. 
KEALI SEN [> (Bann In) UL, ;(n-1),) 
ER ICEN (3 (a, ;(n-2),.) 


r ® ® ® “ ® ® . . ® 


+:/ım 


+ AR A [na-m+1,m-m+2n-m43..,0) ; (m) 
und S | 
493) a, (N | OR, a A en ).) KER® 
+ A | 0,18. 0 BD, ;m-1),) X AR 
+A | 0, 2a; ;n-2),) ER, 


ar A 0, (1 2, ee mr) 3 (m),.) x A 


133, 


ar - = . . . ° 
Wenn ın den Verbindungen x, in welchen die drei mittleren Elemente 


geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen und die beiden äussersten 
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Elemente unveränderlich sind, je zwei auf einander folgende Zahlen von 
einander abgezählt werden, so entstehen die Verbindungen ß, welche die 


Zerfällungen der Zahl 6 in vier Elemente sind: 


x ß 
01.442,36 Boa Tu1013 
01246 101 2,2 
0.92 5:6 4131 
01346. 18.4.2 
0.173506 | 
01456 4 137101 
0.2.3.4 6 ae er 
0:2 3-5 6 DMAR 21 
02456 | 
03456 33444 


Die Producte in 475 gehen also in jene in 487 über, wenn allge- 


4 


mein 
A state, AM 

gesetzt wird, und so auch die Producte in 481 über in jene in 491, wenn 
ARE, statih A, 


eingeführt wird, 


39* 
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Zurücklaufende Bildungsweise, durch welche die 


sedoppelten Verbindungen erzeugt wer den. 


6.1134. 
Es seı 
494) (n) „Fr (HEINE. [2], „a (n+2),_, lalare Wert (n+p-1),. [al:. + [n], z=0 


(n), und [n], seien Functionen von n und von q und s, und finden statt 


für alle Werthe von n,iq und s, und zwar ur 4a, 2 2, zu 

Diese Gleichung enthält die zurücklaufende Bildungsweise der beiden 
verschiedenen Functionen; sie ist wichtig, weil auf ihr die Theorie der 
Reihen beruhet, und besonders merkwürdig, weil mit ihr immer eine 
zweite Gleichung von derselben Gestalt verbunden ist, wie wir sleich 


sehen werden. 


Rs.ıst Jun) put 


. (Be ml el (z, 
Werden zwei Gleichungen gebildet, eme, wp=2,n=n, und 
eine zweite, wo p==1, n = n+11st,. | 
(Wi, ent) tler [1] 3,022,0 
(n+1), + a9 28 


und wird die erste mit 1 und die zweite mit (n), vervielfacht, so ent- 
steht durch Zusammenzählen dieser beiden Gleichungen eine neue Glei- 


chung 


(n),.+ (n), - fa+i1], + In], = 0 («, 


Wir setzen ferner p=3,n=nı 
dan pen +1 


umd)e pWeE Te en? 


es wird 


oO 


), + (n+1),.[n], + ae [In], + In], 
(n+1), + (n+2) . [ntil Hin+1], = eo 
(n+2), = +2], == 0 


diese Gleichungen vervielfachen wir nach ihrer Folge mit ı, (n),, (n),, und 
zählen alle zusammen; es entsteht die Gleichung 
naeh mr einst ul]! ei lm, 
Eben so finden wir durch ‘Zusammenzählen der vier Gleichungen, 


welche entstehen, wenn 

p = % 1 

n = n,n+1, n+2, n+3 
gesetzt wird, und diese Gleichungen nach ihrer Folge mit ı, (n),, (n),, (n), 


vervielfacht werden, dass 
eine Bra nn. inkal Eee ine lud (e, 


Allgemein, setzen wir in der Gleichung 494 
sp Base q 5) uf ’ 4-2 Ne een ee 1 
De rn... , Dege 
vervielfachen diese q Gleichungen nach ihrer Folge mit 


1% (n);;, (Ds RE ea (a) 


und zählen sie zusammen, so finden wir durch Anwendung der schon 


gefundenen q-ı Gleichungen &,, &,, &, 5: + > &,.,, dass 


495) (na), + (n).., - [atg-1], + MR)... - gt. EHI SIDELE [u], 0 
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Durch ein gleiches Verfahren können wir aus dieser 495 die vorgege- 
bene Gleichung 494 wieder herleiten. Diese beiden Gleichungen sind also 
zu gleicher Zeit wahr, oder mit der einen ist auch immer die andere ge- 


geben. Stellen wir diese beiden Gleichungen neben einander 
496) (on), . (at1),., [m], + @+2),., - [al], +. + @+p-9, pl, +, = e 
Im], +[n+1],.,.@), + [n+2],.@), +... + [ntg-1], . (), + Go) =.o0 


so sieht man, dass sie dieselbe Gestalt haben. 


i. 135. 
Durch dasselbe Verfahren findet man, dass auch folgende Gleichun- 


gen zusammengehören : 
497) (m), + A Y [a], + (n>2) 0 R [n], tet (n-p+1), be [n],-, ” [n], Sl 
und | 

[2]. “ [n-1].., .(n), + 2 (DM), t+e.+[n-qt1], . LI). + (nm), EG: 
so wie auch die Gleichungen : | 


498) (m), + (n),.,-a+p]l, + ®).-: [n+p],, tu. t (BD), .[pfpL,, = [e+p],=0° 
und | 


(n), +*n+1),_..[n+1], +(0+2),...[n+2].+-.-+(0+g-1),.[n+q-1],.,+[n+q] =o 


und auch folgende Gleichungen 


499) (n), + (n),., -[n-p], + (2),-,  [a-p], ++ (m), . [n-p],-, + m-p], = 0 


und 


(n), + m-1),_, -[n-1], + (n-2),-, » [n-2], +....+ (n-g+1), .[n-g+ 1. +n-ql, =o0 


j. 136. 


Diese Gleichungen können nun unter verschiedenen Gestalten erschei- 
nen, z. B. die Gleichungen 496 in der Gestalt: 
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v 


Ben” + DEREN DEE. DB Er 0 
und 


2 (n) (n+qe (n+q=2) (n) ( u ur 
2% + D, BE; > © KDD E, ınsarth D, Rz > Bas 0 


q gq-i q 


Die Gleichungen 497 in der Gestalt: 


Pr oe H HGon.Hea co HRScH 0 
und 


(n) (n) (n=-q+i) (n) (nNe-eq+2) (n) -(N- u N? 22 
G, N Eu Ic, : nes Alt CH HLR, ng 0 


g-4 


die Gleichungen 498 in folgender: 


y (u) (n+p) an (n4 (n) z(n+p) »warp) 
902) Ber SKK .RN 4 nm tl sKt eK, 00 


und 


D EIN KSEMELTEE N Kia pers : ER En 


q Geik N ı g=2 g-1 

und zuletzt die Gleichungen 499 ın der Gestalt: 
(w) (m) +(a=-p (n) in- u n-p n=-p 
503) b; nie N: u DENN DT Re ru UNE .NP+M EU neh 


und 


1% + 13% \ N. U ErERS f NA + Ki u Tor as e Naar ae NN —o 


q-i q-ı 


Diese vier Paare von Gleichungen sind so beschaffen, dass wenn eine 


der beiden Gleichungen vorkommt, immer die andere auch statt findet. 


137. 


Aus diesen zurücklaufenden Bestimmungen ergibt sich folgende unab- 


hängige Bildungsweise: 
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04) Di - E 
D. - E! + 5: B\ 
DD’ — _ Ei -E, . Be Y E; h EN ; Br 


(m) (n+?2) 
pie, 
0 = _ BE + Er » Ei - E® . Dia rn N DR Er, we # Er 


\ 


h 


1 Eu 


+ Bet Ki 2) -E" i Br DW 
(n+2) ( 3) 
+E!. Ei - E.” ; E, h KR 


und allgemein 


305) DY =-E [9 (n+1, n+2, Be „,n+p-1)" ,5(p).) 
+ E (m, (nt1, 3.0, np)" 3(P).] 
- E (Rn, nr, De »5(P),) 
ee ie ee 


za (»,(nt1, een n+p-1)7"", ;(p).) | 


 Vertauscht man D und E, so erhält man die unabhängige Bildunss- 


weise von E”’ nämlich 


906) | E, ren (9 (ts a „3 (p), ) 
+ D | D, (ati end „3 (p), } 

a BE N age re a 
(-" D | (N+1,...,D+p- ya ” so), 


Aehnliche Bestimmungen geben die Gleichungen 501, 502, 503 für 
die Grössen GG H“' En Kr I Ny. 


p ? pP 2 p7? peen2 


ee 
Von den Gleichungen 496, 497, 498, 499 oder 500, 501, 502, 503 


sind folgende ganz verschieden 


313 
507) (np), +u+p), Tal, + ap) al, ++ 4a Tal, + ml,=o 
und 


(n+q), + (a+q-1) .[n+g-1], + (a+q-2)..In+g-2] ‚++ (a+1) .[o+1],., +10], = 0 
ferner 


508) (n-p), + (n-p),_,: In], + m-p)... : [a], +... + men) [a]... + In], = eo 


und 


(n-g), + (n-q+1), - [a-q+1], +(n-q4+2),-[n-q+#2], +....+ (n-1), [a1]; ;+In], a6 


oder in andern Zeichen 


Pk N p 


r (n+p) (n+p) m) (n+p) (nm) n+p a 
509) 15 +ra ; Q, +... 0, re. t VEN ? 02 +0, =o 
und | 


nn 
x varı 


(n+q) an+gq-1) (n+g-1) zy(ut+g-2) mrg=2) (u+1) 1 
ER + I * 0, SE, . 0, : tut P, ® Dee: + 0 us, (0; 
so wie auch 


„ (n-p) (n-p) (n) \n=-p) EN Bere, 
910) R. H % ns . Ri + Ri; . 13 +.o.ct+ Run, 8 TE + Ars _- o 


und 


TE 


nn (n=qg) nta-g+1) (n=-qg+1) pp (m-q+2) (n-g+2 7 4 
ste he BR +R, 7% 1 +..+R,) 0 WR 1) +T, —o 


Jede zwei dieser Gleichungen sind so mit einander verbunden, dass, 
wenn eine von den beiden gegeben ist, auch die andere Gleichung statt 
findet. Das Verfahren, aus der einen die andere ihr zugehörige Glei- 


chung herzuleiten, ist dasselbe, welches schon oben $. 134 gezeigt ist. 


Die’unabhängige Bildungsweise der Grössen P, Q, R, IP ıst 
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911) Or — PSS 


0“ ER nn, K Bar + N PR: 


2 na n 2: 1 


0” —_ P2=) = Des Pr: Bi pe», rIE2 RR 


F} n n n+L n n+1 n+2 


Da Ale. 


n+2 
Hm : p+® a RR PA PR. (n+1) Pr 8 ip) Des Ber BEN Pet 
4 Rare n+1 n+i mr? n = N+1 Sao "n+3 
ER PER HR Pit ee 
* £ n+2 n+ı n+3 


N Bars BR ) a PR 


n+3 n+2 n+3 


u. Ss. w..und 


512) per — ir Ei 


Ra GW) (m) (n+L) 
ih ae 0; +0, Aue 


n] 


x vi x 


Ba vn (n) ) n+1) 2} 
pP“ ) — _ 0 +0. en 0% Oh 1 ID 


10 k 0; (n+?2) 


a ) "+2 a) + 1+2 ) 
pP 4 = 2 0% +0) i 0 DO 0 n A per ER 


var Nor Wr N viäl < vi 
N052 vial 


u 8: VR- \ OÖ. en ER. (n+3} \ _ 
. ’ k 
x 


ı 


.e De: e 0, - Rs ie. Eh (0, 


u. Ss. w. und allgemein 
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330. — FR ‚»ut1,n42, a 0+p-1)", a+p) 
| + P (‚untı NER ‚n+p-1)", n+p) r 
er a a n+p) i 


+ 


(-}P | Re Are ‚a+p-1)"" ‚utp) E 
P) 


und 
514) Pi" = - Qfn@atr,at2... mp0)", (p),) 
| a n+p-1)",3(P).) 
- Ofmatı 2. n4p-0)", 5(p),) 
x 
NR AO mat, np)", 


Die Gleichungen 510 führen zu ähnlichen unabhängigen Bestimmun- 


gen der Elemente T' und R”. 


Die Gleichungen 509 und 510 unterscheiden sich dadurch von den 
früheren 500, 501, 502, 503, dass bei 509 und 510 die Elemente nach‘ 
verschiedenen Gesetzen 513, 514, hingegen bei 500, ...., 503 nach. 
denselben Gesetzen 505 und 506 gebildet werden. . Aber man kann von 
der einen zur andern übergehen, wenn man | 

DSB, 


setzt, 
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Bei Bürmann *) Seite 33 findet man die ersten kaum erkennbaren 
Spuren von den ‚gedoppelten Verbindungen 475, 481 und bei Kramp **) 


Seite 81 und 82 von den gedoppelten Verbindungen 487, 491; aber man 


findet weder bei ıhnen noch bei andern Mathematikern irgend etwas von 


den zurücklaufenden Bildungsweisen 476,..., 479, ..., von 482,..., 485, 
von 488, 489, von 492, 493 noch irgend etwas von den Wahrheiten 


494, ...,514, welche diese Abhandlung enthält. 


*) Ueber die Combinatorische Analysis von Hindenburg. Leipzig 1803 in 8. 


**) De aequat. decre. solu. gen. 1789. 


“EHEORFE 
DER | 


PRODUCTE ur VERSETZUNGEN. 
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THEORIE 


DER 


PRODUCTE MIT VERSETZUNGEN. 


\. 139. 


Es kann bei denjenigen Mathematikern, für welche gegenwärtiges 
Werk bestimmt ist, als bekannt vorausgesetzt werden, dass bei Auf- 
lösung der Gleichungen vom ersten Grade die Producte aus Factoren mit 
Versetzungen unentbehrlich sind. Euler, Cramer, Bezout, Hin- 
denburg, Rothe undL a place beschäftigten sich mit diesen Produc- 
ten, aber auch nur mit dem bei ihnen vorkommenden Gesetze der Zei- 


chen + und —, über welches sie nicht hinausgegangen sind. 


Bezout gab im Jahre 1779 in seiner allgemeinen Theorie 
der algebraischen Gleichungen einige sehr einfache identische 
Gleichungen, welche, wie sich bei näherer Betrachtung zeigt, aus Pro- 


duceten mit Versetzungen bestehen. - 


Desnanot gibt in seinen Zusätzen zur Theorie der algeb- 
raıschen Gleichu ngen 1819 noch einige andere dieser einfachen 


Gleichungen. Ohne die Bemühungen dieses Gelehrten herabsetzen ‘zu 
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wollen, müssen wir doch gestehen, dass alle Wahrheiten ohne Ausnahme, 
welche er über Producte mit Versetzungen findet, nur einzelne Fälle ei- 
ner Wahrheit sind, die in unserer Untersuchung selbst nur als specieller 
Fall einer viel allgemeineren Wahrheit erscheint, wie die Untersuchung 
selbst zeigen wird. | 

Wronsky ist der erste, welcher die Producte mit Versetzungen 
auf die Entwicklung einer Function in Reihen angewendet hat. Aber ohne 
die Natur dieser Producte erforscht, und die Wahrheiten, zu welchen diese 
Untersuchung nothwendig führen muss ‚ gefunden zu haben, können die 
Producte mit Versetzungen auch bei Entwickelung der Functionen in Rei- 
hen bei weitem nicht das leisten, was eine gutgegründete Theorie dieser 
Producte zu leisten fähig ist. 

Diese Theorie, wovon wir nicht einmal einen Versuch vorfinden , 
wollen wir hier geben und zwar in einem Umfange, welcher eine weit 
grössere Anwendung zulässt, als wir in diesem Werke beabsichtigen. 


Wir wollen sie in folgenden Abtheilungen vortragen: 


Erste Abtheilun g:0all gemeinste Untersuchung 


1. Ueber die Natur der Producte mit Versetzungen 
a) die verschiedenen Bildungsweisen der Producte, wovon die 
allgemeinste unbekannt war, # 
b) das Gesetz der Zeichen + und -, für welches ein neuer Be- 
weis gegeben wird, und | | 
c) der Einfluss der Gleichheit zweier oder mehrerer oberen oder 
untern Elemente, welcher unbekannt war. 
Die allgemeinste Bildungsweise in a und der Einfluss der Gleich- 
heit zweier Stellenzahlen in e sind sehr folgenreich; sie sind die 
Grundlage der ganzen Theorie der Producte mit Versetzungen, 
und ıhr Mangel lässt erklären, warum diese Producte ohne wei- 


tere Anwendung geblieben sind. 
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AT. Umwandlung einer Reihe von Summen dieser Producte in an- 


dere Reihen. 


. Hier werden die allgemeinsten Wahrheiten ans Licht gebracht, 
von welchen sehr oft Anwendung gemacht wird, und von welchen 
Wronski und Desnanot einige ganz specielle Fälle gefunden 


haben. 


11. Auflösung der Producte mit Versetzungen in Producte aus ande- 


ren Elementen, welche durch Gleichungen gegeben sind. 


Oder das Eliminiren einer unbekannten Grösse aus gegebenen 
endlichen Gleichungen vom ersten Grade. Ein bekannter Ge- 
genstand. 

IV. Auflösung der Producte mit Versetzungen, in welchen einige Fac- 
toren verschwinden, in Producte mit gedoppelten Verbindungen. 

Bis jetzt ganz unbekannt, so wie auch Folgendes: 

V, Entwickelung eines Bruches, dessen Zähler und Nenner Summen 
von Producten mit Versetzungen aus unendlich vielen Ele- 


menten sind, in eine unendliche Reihe. 


Zweite Abtheilung. Producte mit Versetzungen, wenn die oberen 
Elemente das Potentiiren angeben. | 
1. Allgemeine Untersuchung. 
Bei Wronski findet man zwei der Wahrheiten, welche hier 
vorkommen. | 
1I. Ein Product, gebildet aus einer Summe von Producten mit Ver- 
setzungen und aus geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen, 
wird dargestellt durch Producte mit Versetzungen. 
III. Dasselbe mit Wiederholungen. 
IV. Summe der Producte mit Versetzungen aufgelöst theils in an- 
dere Summen vervielfacht mit geordneten Verbindungen, theils 


blos in geordnete Verbindungen (das Umgekehrte von I und Il). 
41 


322 


Y. Auflösung einer Summe aus Producten mit Moe in ein 
einziges Product zweitheiliger Factoren. 
Alle Wahrheiten, welche in I, II, IV, V gefunden werden, 
werden hier zuerst bekannt gemacht. 
Dritte Abtheilung. Producte mit Versetzungen aus Factoren, deren 
obere Elemente höhere Unterschiede angeben. 
Die Untersuchung führt, aber mit Leichtigkeit, zu demselben 
Ziele, zu welchem Wronski Seite 236 gelangt. i 
‚Vierte Abtheilung. Producte mit Versetzungen aus Factoren, de- 
ren obere Elemente höhere Differentiale angeben. 
I. Allgemeine Untersuchung. : 
II. Auflösen der Producte mit  Versetzungen in das Differentiiren mit 
abwechselndem Vervielfachen. | 
III. Auflösen der Produete mit Versetzungen in ein einfaches Diffe- 
rentiiren einer Function. 
IV. Producte mit Versetzungen, wenn die oberen Elemente das Diffe- 
rentiiren mit abwechselndem Vervielfachen angeben. | 
‚Von dieser ganzen für die Theorie der Reihen sehr wichtigen 
Untersuchung ist nichts bekannt als nur zwei sehr specielle une 


welche man bei Wronski findet. 


2 
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irste Abtheilung. 


[. UEBER DIE NATUR DER PRODUCTE MIT 
 VERSETZUNGEN. 


‘. 140. 


Die Elemente, aus welchen die Producte gebildet werden, werden 
durch zwei verschiedene Zeichen unterschieden, durch eine Ziefer unten 
zur Rechten und durch einen Buchstaben mit einer Ziefer über den Buch- 
staben A oder B; die Summe der Producte werde vorgestellt durch das 
Zeichen | Fu E | 

Die Bildungsweise der Producte, welche hier untersucht werden sollen, 


geben folgende Zeichen an: 


915) x) — R 


kA A, A) rn 


= KA, ‚) K-|A, A, A.) Dun IK. [8 h) A-1A, Ri \) ER 
| | 4*® 


und all gemein 


DI Ss dei, = ee. Aln=1) an Eu .and-2),an _ an-ı) 
=) +: 

A Ban 4 NR A, rineet Aus, A, 

‚AK 1 ),AN-X+ 1). AR, IS 


Bo Tee. 2. Ne. 


oder 


Al «.:.aln-X=-1),Aa(n-xX+1)... an aln=-xi 


aha, I .2) zn 19 ON EN CAR 


Zwei verschiedene Arten von Zeichen , welche wir auch, weil sie 
bestimmte Geschäfte z. B. Differentiiren d?, d’,... oder Unterschiede 
Aare anschbeis, Elemente nennen können i werden ‚hier so mit ein- 
ander verbunden, dass, während die unteren A,, A,, A,,... unver- 
ändert bleiben, die oberen Elemente aı, az,... nach dem Gesetze der 
geordneten Verbindungen ohne W iederholungen verändert werden. Wer- 
den die Geschäfte vorgenommen, welche die Zeichen angeben, so ent- 


stehen die Producte 


‚aı a2 aı a2 ar a1 

| — 

A AR NEN, EN AN 

al 1 ne ZA, 2 
4 


I\ a2 \) a1 a2 08 a3 a2 at a3 Beat a3 at a2 a3 ad. at 


AAATARA RAT AN, AA AA, AKAD AA, 


welche der Gegenstand der Untersuchung sind; sie sind zweien Gesetzen 
unterworfen, durch welche sie sich vor allen übrigen Producten auszeich- 


nen, nämlich 


3% 


x) Während die unteren Elemente unverändert bleiben, verändern sich 
die oberen Elemente auf alle mögliche Weise, und 

ß) Das Zeichen vor jedem Producte ist abhängig von der Anzahl, wel- 
che anzeigt, wie oft die Elemente ıhre Stellen verändert haben. 
Das erste Gesetz ist offenbar, denn bei zweien Elementen ergeben 


sich die Versetzungen 


Bei dreien Elementen sollen nach der Vorschrift 515 
die Versetzungen von den Elementen aı, a2 mit a3 
ae RE loR . a1, a3. mit a2 
a a aa a3 mit 
verbunden, mithin alle Versetzungen aus den Elementen at, a2, a3 gebil- 
det werden. | 
Das zweite Gesetz ß) ist eben so offenbar, und es ist weiter nichts 
‚übrig, als eine allgemeine Vorschrift aufzusuchen, nach welcher jedem 
Producte sein zugehöriges Zeichen bestimmt werden kann, ohne genöthigt 
zu sein, alle Producte zu bilden, welche diesem bestimmten Producte 
vorangehen. Damit aber der Einfluss, welchen eine veränderte Folge der 
Elemente auf das Zeichen vor jedem Producte hat, besser gewürdist werden 
kann, suchen wir ihn zuerst bei der Summe der Producte und leven uns 
deshalb die Frage vor: Welchen Einfluss hat eine veränderte 
Folve der oberen Elemente auf die sanze Summe der 
Producte? } 


Wir finden bei zweien Elementen, dass 


ı 


a1 az am af Aa ar / ar al av ao 
| ) — 
IA A) ER A. A Adam Ana 


/ 
/ 


oder 
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und dass also bei zweien Elementen eine Vertauschung ihrer Stellen auch 
eine Veränderung des Zeichens vor der Summe nach sich ziehet. 
Wird diese Wahrheit auf drei Elemente angewendet, so können fol- 


gende Veränderungen vorgenommen werden: 
a1 a2 903 ‘Tas a2 a3 ar a3 na Mar a3 dr 
\ en kg N ® + ® 
4.2.2) =]h.A) a - [2A + AA.) A 


=-1,1,)1.+]R.A) 3, - A. KA, 


oder 


Die drei ersten Summen zur Rechten des Gleichheitszeichens können 


auch in folgende übertragen werden: 


BE I. AA, n IK. A) Be R \, As 


oder 


al d2 a3 a2 al a3 
IA. A, A) a IA. A, 4.) 

Das, was vorhin bei Producten aus zweien Factoren gefunden würde, 
bestätigt sich also auch wieder bei Producten aus dreien Factoren ‚ nam- 
lich, dass, wenn in einer Summe von Producten zwei benach- 
barte obere Elemente ihre Stellen vertaus chen, .die 
Summe das Zeichen verliert | Sr 

Damit aber diese Wahrheit ihre allgemeine Gültigkeit für eine jede 
mögliche Anzahl von F actoren erhalte ‚„ muss gezeigt werden, dass das 


Verfahren, welches vor zweien Factoren zu dreien Factoren führte, bei 


jeder Anzahl von Factoren statt findet. 


Es sei deshalb 


ale ,alg=1),atgrı1),agq,atgt2)..amer) 


— Ik: ‘ee ve de y 02 Ay 


ea Jalg-h2 rs x) 


A,crkeennene Au 
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es wird das allgemeine Verfahren verlangt, welches von n-1 zu n führt; 


dieses ıst folgendes: 


Die Summe von Producten aus n Factoren wird in Summen von 


Producten aus n-ı Factoren zerlegt 


a1 AG 1),AzalTF 1), alq+2)...a0n=1) an 
A. = IA. RS DEAIC u 


al..alTJ=2),agzatTri),alTrI)..aR atq+2) „atqg=l),agyatq+2). atq+1) 
n=-g-1 
A, 


Lo re NL) RS NE 


al..atg=ı1),atgri), atgr2.. Al...atgQ- 2), aqzatg+1)...an acq=ı) 


Re NER re 


; ee ars es sehe ar u 
a a ee rn N: 1 
In denjenigen Summen, in welchen die beiden Elemente aq und a(g+1) 
zugleich vorkommen, werden diese beiden Elemente vertauscht, mithin 
auch die Zeichen vor diesen Summen verändert. Diejenigen Summen 
aber, in welchen diese beiden Elemente nicht zugleich vorkommen, blei- 
ben ungeändert und es wird nur die Summe mit a(qg+1) vor jene mit 
ag, und zugleich (-)*""*' statt (-)""""' gesetzt. Hierdurch wird 
11.2, , ar atgeiYagt rn) agargt2)...am-ı), am | 
Na ee 
agrsdalgH lt agalg+ 3er an atq+2) In 2 aq 
j 


1...a(Jm1),aqzalgr2)....Am )- atq+1) IK »ag=2),atg+a),aqg,a(qQ+2)...am atqgri) 
n-q+2 


ee Ay-,] * Au +-) ne N 1 A TEN 


“ 


A219, atgrI),aqzatg-+2).,. am ) as 
® 


2 NER TEE REES SIE. VE en 


Es ist folglich ganz allgemein 


i aAl..Atqg=1),ag, atg+1),alg+2).,..a0 'atenatg= 1),aq+1%,aqzalq+ 2)... am 
518) Re ee A, 
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Die Wahrheit, welche bei Producten von zweien oder dreien Facto- 


ren gefunden ıst, bestätigt sich also bei Producten von jeder Anzahl von 


Factoren, nämlich: Vertauschen in einer Summe zwei benach- 


harte obere Elemente ihre Stellen, so muss das Zeichen 


vor der Summe geän dert werden. Hieraus folst unmittelbar: 


919) Wenn ein oberes Element um eine gerade Anzahl Stel- 


520) 


len zur Linken oder zur Rechten rückt, so wırd das 
Zeichen vor der Summe nicht geändert; hingegen, 
wenn ein oberes Element um eine ungerade Anzahl 


Stellen zur Linken oder zur Rechten rückt, so’geht das 


Zeichen vor der Summe in das entgegengesetzte über 


Ferner | 


Wenn mehrere obere Elemente zur Linken oder zur 
Rechten rücken, so wird das Zeichen vor der Summe 
der Producte nicht geändert, wenn die Summe der Zah- 
len, welche anzeigen, wie oft niedere Elemente auf 
höhere folgen, geradeist, hingegen geändert, wenn 


diese Summe ungerade ist. 


Z, B. ın 154632 folgt 4 auf 5 


3:auf: 5,.4,.6 
2'aul 0, 4,6,3 


Die Anzahl dieser höheren Elemente ist 143+4=8; es ist also 


IA, AA RERÄR A.) E IA, A,A,A,A “| 
; # 


Hingegen in 269314 folgt 1 auf 2, 6,5, 3 


3-.auf.6, 3 
4 auf 6,5 
9 auf 6 


Da nun 4+2+2+1==9, so ist 


dresarlias. nat ur Re Se Ra ni) 0 
IA. A;A, AJA, A) Ex x, ANA,ATAL “ 

Nachdem wir gefunden haben , welchen Einfluss eine veränderte Folge 
der oberen Elemente auf die Summe der Producte hat, kann derselbe auch 
‚jetzt bei den einzelnen Producten aufgesucht werden. 

Es ist nach.dem Obigen 517 immer das Product, welches zwischen 
den beiden Zeichen | I sich befindet, das erste Product der Summe. 
Soll also das Zeichen vor irgend einem Producte bestimmt werden, so ist zu 
untersuchen: welches Zeichen (+ oder —) würde vor das Zeichen | kommen, 
wenn das bestimmte Product zwischen den Zeichen | IBAN sich be- 
fände? Es gilt also dieselbe Vorschrift, welche oben für die Summe der 
Producte ‚gefunden ist, auch für die einzelnen Producte, nämlich 

921) Wenn die Summe der Zahlen, welche anz eigen, wie 

OH unter den oberen Elementen niedere Elemente 

auf höhere Elemente folgen, gerade ist, so ist das 


Product bejahet, und verneint, wennsieungeradeist. 


141. 


Die erste Bildungsweise in 515 ist zurücklaufend und aus ihr 
ist die unabhängige 517 hergeleitet. In beiden Bildungsweisen sind 
die unteren Elemente beständiı & und die oberen Elemente veränder- 
lich. Diese Ordnung lässt sich umkehren, es lassen sich die unteren 
Elemente verändern, während die oberen Elemente beständig blei- 
ben. Damit aber dieses gehörig begründet werde, so kehren wir zu der 
anfänglichen Bildungsweise wieder zurück, von welcher wir ausgegangen 


sınd. Es ist 


[3.A.) WINE EN IA, x\-[A) SA, (« 
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Bei dreien Factoren ist die erste Bildungsweise: 


IA, Mr IA. A.) IN \) A + A, A.) A, 


Die beiden letzten Summen werden nach der vorhin gefundenen Vor- 


schrift & zerlegt 


Kamen 


2 IA. A) ! A; Ba x) : AA, u I.) j A,-A, \ 


und diese vier Producte nach vorgezeichnetem Zwecke wieder gruppirt 


ai a2 . a2 ai \ a3 a a? a2 \ al a3 

er IA: ul N ea FR Aal Ag 1 Ach WAR 

| | | ee © 
= kA, Er 4.) A, 


Werden diese beiden Summen statt der beiden letzten in der ober- 


sten Gleichung eingeführt, so entsteht folgende Bildungsweise: 


IA. A, Ä) Er Ik. A.) Aus IA. A) TAU, A,&,) HA, 


Dieser Uebergang von der ersten Bildungsweise, wo die unteren Ele- 
mente beständig und die oberen veränderlich sind, zu einer neuen Bil- 
dungsweise, wo die unteren Elemente veränderlich und die oberen be- 
ständig sind, hat schon einen bestimmten Charakter angenommen; das 
Zerlegen der Summen der ersten Bildungsweise in niedrigere Summen 
und dann wieder das Gruppiren dieser letzteren nach vorgestecktem 
Zwecke kehrt immer in derselben Ordnung wieder zurück. Es ist nach 
diesem nichts mehr übrig, als diesen allgemeinen Uebergang von der Summe 
der Producte aus n-ı Factoren zu der Summe der Producte aus n Factoren 


auch in allgemeinen Zeichen vorzulegen. 
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Es sei die Summe der Producte aus n-ı Factoren (£ 
Ihe tan er a(n=-1) 0 ALS a ae a(n=2) MEHR ET Pa FLO Der re Fr an=2) a(n=-ı) 
32) =(-) Pas : Au +(-)' IN oÄ,-, A, db Rn on 
et 2 ER Se er 2 a(n=2) an-ı) a LE see 2 UN-2) an=ı) 
+ E E) IA. LER. A, -y- ET Al A.-ı EAN Hetlo) IK. a 7 hi) E A 


„ vll, a ee EN N ER NE RR; . . a0n=2) a(n-ı) 
———— en > [) 
Elze De AR A ee Ka) A 


ch / 


wo y =1,2,..., n-1, gefunden; es werde die Summe der Producte 


aus n Factoren gebildet. 
Es ist nach 515 
DK are araze,,e an ET ee AmM-X—-1),a(n=-x+1) een ana, AR a(n=-XxX) 
El . 
I x IA. a A, 
wo X eo 0, 1, 2, @ ® ® 3 n-1 


oder wenn der erste Theil davon nam! wird 
& er an Alec ven0er am-ı)\ an “oo. AM-X-I),AN-X+ 1) sc. an atn=x) 
— += ? 
ER nr „= -)" 9-0), se ee, ee sorie A A, 
ON a RN rl 


Wird der letzte Theil aus n-ı Factoren bestehend nach der obigen 


Vorschrift ß in niedere Summen zerlegt, 


| 


Alec... am=-K=-1), a(n=-X+1).... an SE AAH-RAL)ZAM-KHL) Er... % a(n=ı) an 

u > rat » 

IN R [7 ® ® ® U} ® ® ® ® Art = ,( ya IA, U n-y-1 an er) Au 
wo yi EiEE 1, 2, ne erg n—1 


so wird 
EN al ara tan 27 an 5, 5 I“ Sr h Alec. acn=x-3), a(n-x+1)....an=-1) a(n-x),an 
en + > 
A A, A, AR? "A, A Any Ansyeı ..e. ih ; A, . Kar 
Mon se ser nndzauch .y. =1,69, u er 


Lassen wir nun zuerst y unverändert und setzen x —1, 2,..., n-1 


und berücksichtigen, dass nach der ersten Bildungsweise 515 
| 4I# 
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* oe hen ee oh 0 du“ a(n=-K=1), alN=-X+1)., an=-1) a(n=-X) N BITTE FE ane-ı) 
>3 oc ® em 

) IA, .. Any lt er on 0e02 08% a A, — Arm Any Aust A, 
so geht jene Gleichung in folgende über: 


Re = TERN )- TA, wir „(= M IA, N MEAN ar, ) \ Ar 


322) la A = Sy N ee Ay . Ay 


wo y=d, Tea 


= =). IA. el i A, KIA, Ne Ay: A, £ Auz, 


N N ie Peak au arck, tk" phan 

Mona. na An a 
Es findet also ausser der ersten in 915 noch eine zweite zurucklau- 
fende Bildungsweise 522 statt, deren Unterschied in der Veränderlichkeit 
und Unveränderlichkeit der oberen und unteren Elemente besteht. Eine 
von diesen beiden Bildungsweisen musste bei der Untersuchung zu Grunde 


selegt werdeu; wäre diese letzte zur Grundlage gewählt, so hätte die 


erste aus ıhr hergeleitet werden müssen. 


Die erste zurücklaufende Bildungsweise 515 hat zu der unabhängi- ' 
gen 517 geführt. Die zweite zurücklaufende 522 führt zu einer zweiten 
unabhängigen. Der Unterschied dieser beiden unabhängigen ist derselbe 


als jener zwischen den beiden zurücklaufenden. Es ist 


Be a2 3 ar a2.a3 aı a2 a aı a2 az aı a2 a3 ar ar a3 a1. a2"az 


A,A, A —AA AA A AN KA HA A A HA A Ar A, 
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Die Gesetze, welche in Hinsicht der Zeichen für die erste unab- 
hängige Bildungsweise 517 gefunden sind, finden auch für die zweite 
523 statt. Die Weitläufigkeit entschuldigt, wenn‘ dieses nicht näher nach- 


gewiesen wird, welches nur in einem Wiederholen derselben Gründe 
besteht. 


1) via! 


Um den Gegenstand weiter verfolgen zu können, führen wir 
für alle mögliche Versetzungen der Elemente aı,a2,...,an das Zeichen 


Vlarsary 22, an) eng 


524) Wenn aus » verschiedenen Elementen die geordneten Verbindungen 
ohne Wiederholungen zu q Elementen und dann auch zu n-q Ele- 
menten gebildet, alle diese Verbindungen auf alle mögliche Weise 
versetzt und zuletzt alle diese Versetzungen mit einander vervielfacht 
werden, so dass in jedem Producte alle Elemente aı, a2,...,an 
vorkommen, so entstehen alle mögliche Versetzungen aus deu 


Elementen ai, a2,...,an. 


letz, Bien m sg a Ger n50r1st 
VALIAF) ZI TV 123) XV (45) 
+ V(124) X V (35) 
+ V(125) x V(34) 
+ V.(134) X V (25) 
+ V(135) X V (24) 
+ V (145) KEN 1233 
+ vV(234) x V(15) 
+ V(235) X V (14) 
+ V (245) x V(13) 
+ V(35) x Y(2) 
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oder ist n=6, g=3,n-q=3, 50 ist 


V (123456) 


= v(12) 


+ V (124) 
+ V (125) 
+ V (126) 
+ V (134) 
+ V (135) 
+ V (136) 
+ V (145) 
+ V (146) 
+ V (156) 


+ V (234) . 


+ V (235) 
+ V (236) 


+ V (246) 
+ V (256) 
+ V (345) 
+ V (346) 


+ V (356) . 
EAV. 128) 


+ V (456) 


. V (456) 
. V (356) 
. V (346) 
. V (345) 
. .V.(256) 
: V (246) 
..V (245) 
. V (236) 
33V (235% 5 
. V (234) 


V (156) 


. V (146) 
.V (145) 
+ V(245) . 


V (136) 


.. V (135) 
: v (134) 
3 V 6126), 
„V (128) 


V (124) 


Dass keine Verbindung mehrmalen vorkommt, ist offenbar, und dass 
alle mögliche Versetzungen entstehen, lässt sich leicht nachweisen; denn 


die Versetzungszahl 
VORN AR A  ISnarg 


und von V(gH4,....,n) ist 1.2.3... (n-g) 
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Wenn daher die V(1,....,qg) mit den V(q+1,...., n) vervielfacht wer- 
den, so entstehen 1.2.,, - X 1.2.2... (n-q)Producte. Da nun bei jeder 
geordneten Verbindung ohne Wiederholungen dieselbe Anzahl der Pro- 


-ducte entsteht, und 


n(n-1).....(N-g+1) 
DI ER. 


geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen möglich sind, so ent- 


stehen 


N 2-1)... (n-g+1) 
el 15:24. 2: 


Deu a1 RU Sr Re 


1.2...G 1.2... 


‘oder alle mögliche Versetzungen der n verschiedenen Elemente, 


\. 148. 


Nach dieser Weise, alle Versetzungen zu bilden, welche wir hier zu- 
erst bekannt machen, können auch die Summen der Producte-mit Ver- 
setzungen und mit veränderlichen Zeichen iu niedrigere Summen zerlegt 
werden ‚ wenn bei jeder Versetzung nach der oben gefundenen Vorschrift 


das zugehörige Zeichen bestimmt wird; z. B. 
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a4 a5 


a3 


4 


as a? 
AA, 


In der ersten Scheitelreihe sind die oberen und in der zweiten die 


unteren Elemente veränderlich; die Zeichen + und — befolgen das Gesetz in 


$. 140. Eben so ist 


KELLER aN) a7 Pas BANN EI 0.6 
1 {) 

TEAM Zr, A 
i 7 3 6 


Wir wollen für diese Bildungsweise folgende allgemeine Zıeichen 
wählen: 


rn. K (q) M=-q) 
= nr an Car a2 An) i(Aly Adyero.., an) 
3253 ee | 
) Naar ( ) A, ... A, AA, 
und 
96 N &\ „Ian a2eenaq atq+1), Alg+2),....am) 
I u ZU SUR Di. n-q) 
) = ( ) A,A. u) & IK, AAN) ' 


wo * nach dem Gesetze bestimmt werden muss, welches in $. 140 ge- 


funden ist. 


Diese beiden Gleichungen enthalten die allgemeinste Bildungsweise, 


ın welcher die vorhergehenden in 515 und 522, die einzigen, welche 
UL 43 | 


3I 


bisher bekannt waren, enthalten sind. Dieses oberste Gesetz ist sehr 
wichtig bei der Umformung der Reihen bestehend aus Producten mit 


Versetzungen, wie bald der Verfolg lehren wird. 


6. 144. 


Nachdem das höchste und allgemeinste Bildungsgesetz der Producte 
aus Factoren mit Versetzungen aufgefunden ist, ist nur noch übrig, den 
Einfluss zu würdigen, welchen die Gleichheit mehrerer Elemente auf die 


Summe der Producte hat. 


Wir gehen hiebei von der Gleichheit der Elemente aus, wenn sie 


in der niedrigsten Anzahl vorkommen; es ist 


ar a2 art ao aa" aı | 
[x.A,) — AAN N 0 | (« 
Beim Fortschreiten zu Producten von dreien Factoren finden wir das 
Gleiche, wenn wir die Summe von Producten aus dreien Factoren in 
Summen von Producten aus zweien Factoren zerlegen, wovon jede Summe 
nach vorstehender Gleichung = 0 Ist; | 


at a9 as ar ar a Jlaı a3 a2 2a as 
IK, KA.) mn Ik.A.) "A, wi IA.A.)>A, = IA. 1) A. a 00 Et 


und eben so finden wir durch das Zurückführen der Summen von Pro- 
ducten aus vier Factoren auf Summen der Producte aus dreien Factoren, 


dass 
as a2 ag a4 5 
NEN, Ar A) _ 


Al'r.a2 az nA Kaas a ‚a3 anı a3 aa a2 a2. San aa ai 
Am \ a. a \,) PR N A.) AS -|A A ve 
= DE OFTEN O 


Dieses Zurückführen der späteren Summen auf niedere Summen zeigt 


allgemein, dass immer die Summe der Producte, worin zwei der unte-- 
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ren Elemente gleich sind, = o ist. Denn ist die Summe der Producte, 
welche aus n-ı Factoren bestehen, wovon zwei untere Elemente gleich 


) 


sind, — 0 oder ist 


so ıst, weil 


An. ) =:2(-) 


yes AL LRI SRSE A edel Teinien FTAN: 
2 DARAN An. A... a 


Die Untersuchung behält denselben Gang, wenn unter den oberen 


Elementen zwei gleiche Elemente vorkommen; es ist 


ferner 
4.3.4.) x [i A) "A, -|A A| \,.[a.8,) ar ey err 


und allgemein, ist 


at ai BZ ne an) 
un O 
A, . 0 02000 000° A 


a1 SnWaae eo an=1) Bar let er 5 ae . atm=2)\. amen) 
—— 1 
= =3(-) | 

A ® ® f} 0} ® 4 A AR .e...eo ® TR, NEE Sg Rt 


4 h u 
ist, auch 
al Fa RE de a(n=g$) 
928) IA . . . . A — 0 
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Es ist hiedurch ganz allgemein gefunden, dass immer zwei 
gleiche Elemente, sie mögen unter den oberen oder 
unter den unteren Elementen vorkommen, die Summe 


der Producte zernichten. 


Diese Wahrheit, so nahe sie auch liegt, ist doch noch von keinem 
Mathematiker bemerkt worden; sie ist eine der wichtigsten für alle Un- 
tersuchungen, bei welchen Producte mit Versetzungen der Factoren vor- 


kommen, und der Verfolg wird lehren, wie viel auf ihr ruhet. 
Diese einfache Wahrheit gibt den wahren Werth folgender Reihen an: 
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denn die Summe der Reihen in 529 ist 
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welche wegen der Gleichheit der beiden letzten Elemente verschwinden. 


Ueberhaupt ıst 


er U eve ar ale, REN , atn-p)\ 1] 
2 Sl REAL AA, 0 
ı Rt x#+i n ! x 
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wo im beiden x = 1, 2,...., na gesetzt werden muss. 


I. Umwandlung der Reihen bestehend aus Summen 
von Producten mit Versetzungen ıinandere 


Beiıhen. 


.W 


Der Werth einer Reihe, welche aus diesen Producten besteht, lässt 
sich oft dadurch leichter würdigen, wenn sie in eine andere Reihe ver- 
wandelt wird, in welcher die Elemente auf eine andere Weise gruppirt 
werden. Damit aber hier der Uebergang von einer Reihe zu einer andern 
ihr an Werth gleichen Reihe deutlicher vorgelegt werde, so werde eine 


Reihe von einer bestimmten Form und einer bestimmten Anzahl von Ele- 


menten gewählt; sie sei folgende: (« 
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Dieses Uebertragen einer Reihe in eine andere ist einfach und. be- 
steht in dem Zerlegen nach. der ersten Bildungsweise 515 und in dem 


Summiren nach der zweiten in 522. Es ist noch übrig, dasselbe bei 


einer unbestimmten Anzahl von Elementen vorzunehmen. 


Die Reihe, welche in eine andere übertragen werden soll, seı 
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Der erste Factor wird nach 515 in niedere Summen aufgelöst 
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wodurch die vorgegebene Reihe in folgende übergeht: 
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Es ıst aber nach 522 
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). 149. 
So allgemein auch diese Reihe ist, so ist sie doch eigentlich nur ein 
einfacher Fall von derjenigen Reihe, zu welcher die Untersuchung fort- 
seführt werden kann; wir schen zunächst zu der allgemeineren Reihe 


über, vorgestellt durch die Zeichen 


a. R | IN eh ) IRB RRRER En) 

ie | end, DB emeuD. | . I» ie 

wo der Strich über den Elementen B bedeutet, dass aus diesen so aus- 
. gezeichneten Elementen alle geordneten Verbindungen ohne Wiederholun- 
gen zug und zu m-q Elementen aus m Elementen gebildet werden sollen, 
und wo die Zeichen + und - nach den früher gefundenen Vorschriften 
$. 140 zu bestimmen sind, und zwar nur mit Rücksicht auf die Elemente 


B° Ist. z. Big -— yund,.m. 3,50 15t 
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Diese Reihe ist allgemeiner, als die Reihe 53#, welche entsteht, wenn 
q=ı gesetzt wird. Das Geschäft der Umformung besteht in einem Zer- 
legen und einem Wiedervereinigen; es wird nämlich die erstere Summe 

2 3 ” 1.4 . . ; \ > = 
nach der Gleichung 525 in niedere Summen zerlegt, so dass die Elemente 


A von den Elementen B getrennt in verschiedenen Summen vorkommen 
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or Arnahl Re OR B U af A N i De a 
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wo der Strich über a dasselbe, was vorhin bei B, bedeutet; hierdurch 


zerfällt die vorgegebene Reihe in folgende 
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RB — >3 = Er Ei a a a N a(n=-q) h St 1 . . . 0) an r x 5 
( ) A e . } 0} [) A DB: . 0.00 eo B', Da hi 3 x 2 Bu. 
wo die beiden Zeichen sich auf die geordneten Verbindungen ohne Wie- 
derholungen der Elemente a und auch der Elemente B beziehen. 
Die letzteren werden wieder nach der Gleichung 526 in eine Summe - 
vereinigt | 
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wodurch die tal entsteht‘ 
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Re De ED 

welche die Gleichheit zweier Reihen angiebt, die verschieden gebildet 
sind; in der ersten sind nämlich die Elemente a und b und in der zwei- 
ten die Elemente A und B durch verschiedene Summen getrennt; in der 
ersten werden aus den Elementen B und in der zweiten aus den Elemen- 


ten a die geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen gebildet. 


Ist z. Bn=5, qz=3 und mS6, so ist 
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Diese Gleichung 535 enthält das höchste Gesetz für die Umwandlung 


I 
aentenien 

jr) 
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[fe} 
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und Summirnng der Reihen bestehend aus Summen von Producten mit 
Versetzungen, und ist die Grundlage zu einer ganz neuen Untersuchung 


über die Theorie der Reihen im weitesten Sinne. 


NERV 


Wir wollen einige besondere Fälle von dieser allgemeinsten Wahr- 
heit herausheben, welche durch die Gleichheit der Elemente veranlasst 
werden. Da nämlich jede Summe verschwindet, worin zwei gleiche Ele- 


‚mente vorkommen, so ist, wenn einige B den Elementen A gleich werden, 


536) $ m N. A 4 } r & x 4 A a I% . . F .: . . . . . . . b(k+p ) ea, 
» > e1 3. Se 
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wo s jede ganze Zahl 0, 1,.... nur nicht verneint sein kann, 


Und wenn einige a den b gleich werden 
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wo 8 jede Zahl nur nicht verneint sein kann. 


Findet beides statt, so ist 
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\. 148. 


Istk=0, so erhalten wir aus 536 die Summe folgender Reihe: 
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und ist g==0, aus 9357 die Summe folgender Reihe: 
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Ist q=1, so geht die Reihe 539 in folgende über: 
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welche immer verschwindet, wennB,=A,,, oder=A,,,. .. oder=A ,, 


ist, und ist h=1, so entsteht aus 540 die Reihe 
ER A ER 1 SE Be abs 1. arzt. de 0a cbipre) 
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welche immer verschwindet, wenn a=b,,, oder=b ,,.... oder=b,,, ist. 


Seizen wir daher in jener B=A,, und in dieser a=b,,, so wird 
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Wird in dieser Gleichung s=2 gesetzt, so entsteht folgende: 
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5 3 
wovon Desnanot einige ganz specielle Fälle gefunden hat, oder viel- 


mehr der ganze Iuhalt seiner Untersuchung ist in folgenden dreien Glei- 


chungen begriffen 
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welche mit ermüdender Weitläufigkeit bewiesen sind; und zwar enthält 


& die sechs Gleichungen des ersten und zweiten Systems Seite 50, ß 


die sechs Gleichungen des dritten und vierten Systems und y die vier 
Gleichungen des fünften Systems; dasselbe gilt auch von den Gleichun- 


gen mit fünf und sechs Elementen, welche sämmtlich in der obigen 545 


enthalten sind. 
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Gehen wir zu dem ganz einfachen Falle über, wo unter den unte- 
SCHÄL, 


4 ft 


ren Elementen nur drei veränderlich sind, und setzen s—2ı DB 
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y 


worin die drei Elemente B,, B,, B, veränderlich sind, oder aus diesen 
dreien. Elementen die geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen 


gebildet werden müssen, nämlich 
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547 ; 
) EEE ONE I ET Vs N 
p i | 2 3 1 4 p 
bı FE ee N Ne bep+ 1) ı bs TE N DE NE DE Ve 
EAN NE IB BAER. a 
 bı RR SE Rene DUDEN Babes AN a NAT SS N Othipe3) 
+ A, » . . . . ® AUD: )- B, B,A ° ° » . ® [2 » 1} . % A = 0 


Es ist gleichgültig, welche Elemente veränderlich angenommen wer- 


den, und es ist eben so 
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worin A, ,.A B, mit einem Striche versehen, veränderlich sind, 
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und in deren Rücksicht die Zeichen + und - bestimmt werden müssen; 


es ist nämlich 
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aus der Gleichung 543, 


und aus dieser Gleichung folgende 
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wenn die Elemente auf andere Stellen versetzt werden, 
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III. Uebertragen der Producte mit Verseizungen 
in andere Producte, wenn die Elemente 


durch Gleichungen gegeben sınd. 


\. 132. 


Wenn die Elemente, aus welchen die Producte mit Versetzungen gebil- 
det werden, nicht unabhängig von einander, und ihre gegenseitigen Bezie- 
hungen durch Gleichungen bestimmt sind, so kann durch Hülfe der 
früher gefundenen: Wahrheiten die Summe der Producte mit Versetzun- 
gen aus bestimmten Elementen auf Summen der Producte aus andern 


Elementen übertragen werden. Es seı z. B. 
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vervielfacht, und alle Gleichungen zusammengezählt, und wird nach 315 


337 
an a en er 
a 


g-1 ir 


(-) | A A A, INT CHEN . AR = I Al oh RW 


(-)" la‘ (v As AR, Au, 13 


lan aan aa Br | 


} [ u “ . [ ® . } ® “ ® [ 
/ Q Koyrcc) (q-ı) y (q) (n-1) ae | & re Ar px 
la a an Aa ae ara ae Be) 


und s=0, 1, 2,... ,n gesetzt, so verschwinden nach 532 alle Schei- 


telreihen, nur jene nicht, wo s=q ıst, deren Summe 
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und es entsteht die Gleichung 
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welche zeigt, wie die Summe von Producten aus bestimmten Elementen 
in Summen von Producten aus andern Eiementen übertragen werden 


kann. 


Sind die Gleichungen 
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gegeben, so findet zum Uebertragen ‚einer Sunime in eine andere fol- 
gende Gleichung stalt: 
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IV. Auflösung der Producte mit Versetzungen, 
ın welchen einige Factoren verschwinden, in 
Producte bestehend in gedoppelten 


Verbindungen. 


| 1. 19% 


Die Producte mit Verseizungen lassen sich immer in Producte mit 
gedoppelten Verbindungen auflösen, wenn diejenigen Factoren, deren 
obere Stellenzahlen grösser als die unteren sind, verschwinden, oder, 
wenn 
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Zuerst bemerken wir in dieser Hinsicht, dass 


£ a) ) 
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denn in allen folgenden Producten ist- wenigstens die obere Stellenzahl 
eines Factors grösser als die üntere. 


Ferner ist nach 515 
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Vierte Abtheilung 


PRODUCTE MIT VERSETZUNGEN, WENN DIE ELEMENTE 
DAS DIFFERENTIREN MIT ABWECHSELNDEM 
VERVIELFACHEN ANGEBEN. | 


I. Allgemeine Untersuchung, 


_ 


vY enn A, Al, ANAL, 2, V werschiedene Functionen mehrerer sy 


schiedener veränderlicher Grössen sind ‚so ıst 


2a (ad) A,.(Zay A. (Zara. ZA) = | 
| Zdy A,.(ZA ANZ AZ 
+ (Zd) A, .(Zd)"A,.(Zdy A,.(da A, 
+ (ZA A,.(Za)" A,.(Zdy A, llZa) A, 
‚r.(Zd) A, (Ze) Ass lZ0) A. (ZA) A 


fo] gl ıch 


$ N r 
nen en nn 
ä 008). RER .(ZA)”A,. (ZA) A, NE ai ER 
| . | jasA,. aa“ A. an x, le za A 
Bi 2 [aa A, (ZA A, „Zap A kn ., (Zd)” A) 
Ber. Iizay: A,. (Zdy? A „.(Zay"=A,. zayı, ; . (Zay“ A,) 
“ zay“ A,.(zay" A, ee Ba a.,.(Zaj”” A) 


“4 TR: nun die Summe 


llaaya, ana, aa. AEG: 
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differentiirt Areal 3311, so muss icdes Dil edial erbte: werden; da 
RED, 


nun aber, wenn unter den oberen Elementen zwei Elemente gleich sind,’ 


das Differential N \ 


609) Zallza)A,Za)* AZ rA,..Zza A) — 
u, (zZ. Zora a 


Das Differentiiren der lerfhenden Summe besteht also nur in dem Er- 


s. 171. 


ee Kr | N abe AN 

Das mit Z vervielfachte Differential des Bruches 
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Es ıst aber nach 609 


Zap = |A0 N... 2 (Zara... (ZarA,| - 


240 = (29° A, ...... Ba A ZA 
folglich | | | | 

0. 2dP-P ZI0 
 —-|ZoA... zu A, .Zara). [a9 ...... (za a 
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ferner ist nach 943 
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prt1,/ 
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ln .., zyr Bla A.... 00 Zara.) 


le aan. 


+ [za A .zay A,.zaya,hlezay A..zay "a, .(za A.) 
Es ist daher, wenn auf die Zeichen Rücksicht genommen wird 


Q.Z4P-P.Zz40= |(Z4)" A... (Zu A,) \kzayA..czay"A,,) 


und das Differential des vorgegebenen Bruches 
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Eben « ‚so ‚finden wir das Differential des Bisches 
Izaya, „way“ A, a 1 apa, aa.) 2 A 


TTS EE oe EN, in 0 m 


Es ıst 
2a (4) Lu: Zd nn . Zd U a Su en 
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INZa A, ZEN za . (Zay“A,,) 


und endlich das mit Z vervielfachte Differential des vorgegebenen Bruches 
) 
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Diese Gleichung gibt zu einer zweiten für die Folge eben so wich- 
tigen Gleichung -Veranlassung; wird nämlich nach vorstehender eine 
andere Gleichung gebildet, in welcher A,,, statt A,,, steht, und diese 


durch die vorstehende gemessen, so wird 


art 
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I. Auflösen der Producte mit Versetzungen in 
ein.einfaches fortlaufendes Differentiiren 


mit abwechselndem Vervielfachen. . 


6. 1173. 


Machen wir von dieser so eben gefundenen, für die Theorie der Rei- 
hen so wichtigen Gleichung Anwendung auf den Fall, wenn die Ele- 


mente Potenzen einer Grösse A sind, so.1st. 
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Diese Gleichung zeigt, wie der erste Bruch, worin dndae ce 
Es vorkommt, durch .das Differentiiren zweier anderer Brüche, 
worin nur’d',d’,. 2 ntl. sich. befindet, gewonnen werden kann; sie 
weiset d’*' auf d’ zurück, also d auf d. 3. de Sauf d VER 
Gehen wir bis zu d’, d' herab, so können’ wir hiedurch N erster 


den Bruch in ein allmäliges Differentiiren einer -Grundfunction auflösen. 
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Nach Ar Alserheltiägen: Gleichung 6a kann der vorstehende Bruch 


en 


: durch ein fortgesetztes D Differentiiren und Messen, ; ‘welche mit einander 
abwechseln { hervorgebracht werden. De Nutzen von diesem Zurück- 


führen auf ‚diese beiden mit ‚einander ‚abwechselnden Geschäfte bewährt 


die Gleichung 615. 


"Wir können noch weiter gehen, und sind nach . 124 im Stande, 
ER allgemeinen Bruch in 614 auf das Differentiiren und Messen mit einfa- 


 cheren Grössen, als ın 614 vorkommen , zurückzubringen ; es ist nämlich 


- - 


1 may (ZEY A" ld)” Ai ZB | “ 


1@ > Ar ne AR. un: Bun (Zdy"A") 


wi RD 2 Se ARE SE ; . EEE R Br) Ne. Es RE 
an. (an-as) (an-a2)....... (an-am-ı1)) \ ie dA | h 


“ 


DES TAR . le (B] ) 


+ Bra az e arlanlarlı) | 


dA dA\dA 
x Hk ; | a n=-an cdh= al d n 
De u h a le] 


KR; 
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Dis unabhängige Bildungsweise dieser Vorzahlen ist nach 464 
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Oder, wenn diese Producte nach den Potenzen der Zahlen ı, 2, 
3, 222,9 entwickelt werden, so nimmt diese unabhängige Bildungs- 
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will man den Bruch in 613 nicht bie zu diesen einfachen ‚Diiferen- 
Allan verfolgen, ‚ und nur durch eine Gleichung den ten ansehen, auf 


welchem man zu ihnen gelangen kann, so setze man in 615, p=ıH, 
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Eben. so finden wir durch ein ‚gleiches Verfälren ‚folgende Glei- 
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Die unabhängige Bildungsweise dieser Vorzahlen ist nach 464 
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Oder, wenn nach Auflösung dieser Producte die Gleichung 645 un- 
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Die ‚Gleichung, welche den obigen Bruch, in welchem d' vorkonmt, 


auf das Differentiir en eines Pruluesz worin nur d’' sich befindet, zurück- 
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a Iizapa: ZZ i 
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Wir verfolgen diesen Gegenstand weiter, und nehmen die Gleichung 
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und setzen in ıhr nach 615 | 

| |(Zay‘A” ZA Zar) (urn), AN Itzay'a- .(Zd) A| 
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Wir erhalten nach Einführung dieser Werthe folgende Glöichuuh: 
lesar ...(Zayar za ae) (2a Zara) 
a (a+1,n). ZU A"). I(zay:a: ZA ). Iezay a“ SR „(Zay’ A“) | 
oder | | | | 
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I ee | 
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176. 
Durch dasselbe Verfahren erhalten wir folgende Gleichung: 


(za) A’ ‚(Zd) A” (Zd)’AN.. i .. (Zi) as=>) ji 
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Izayar.zayar zaya® ....(Z ae) 
 a(nr2)-aı aln+2) —a2 a 


I nn AR .I.d Armor) 
 alnH)- -Q1 "am+1)-a2 "a(n+1)-an ( | 


58 2177. 


Wir wollen gleich die Folgerungen geben, . w odurch diese beiden 
Gleichungen ihre Wichtigkeit bewähren, und stellen desshalb den ersten 


Bruch ın 632 durch P also die Gleichung selbst durch 


n+1 7° 


“ 


P..= nn Zu Br => 


vor, und bilden nach ihr folgende Gleichungen; 
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PER N. a). ZA) Ar... 
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634) |(zay a". (Zayar.(Zaya®...(Zay’ar)= | 


—an.(an-aı).... (an-a(n-1)) BAR, (Z.dA|(Zay' A”... (ZA A”) 


6. 178. 
-* ‚Ein gleiches Verfahren führt von der Gleichung 633 zu folgender: 


635) |KZayAr.(Zay Ar (Zay’A"..... (Zay ar) = 


— (a(n+1)-a1).... (alm+1)-an). A" (Z.dAy|(ZaA" .... (Zi A") 


welche fur alle "Werihe vonn= 1,2,3,...,„gilt 


'. 179. 
Setzen wir nun zuletzt das Product 
(an-a1) (an - ar) (an-a).... (an - a(n- IN, 


bilden nach diesen beiden Gleichungen folgende: 


|(Zay’a- (Zay"A®) =an.d,. Ar, (ZdA)". \kzay'a". = (Zayaren } 


Izayır... aaa) = REHN) AS | 
| | =an-1).Q,, Amon (ZAA)"”. Iezaya". Bayer) 
|(zay ar... ıza" ae) 

—=a{n-2). 0A Zar ‚\zay'a“ .. (Zara) 


kann Zay a) = a.0,.100. (zany.|zay a") 


za) Ar sl, A (Zaa)y 
so wie auch 
zayar...(zayar)=0,,.a0"”.(Zaay.| Zara" ...Zaar) 
\(zaya"... (ZA) Ar) — e): Amar (Zd BE IzayAa” ERr® (Zayarese) rat 
Ikzay a" .(za)' ar) = 0,.1°".(zdA) .|Zaya“) 
I Izaya" = A": 
und vervielfachen sowohl jene als diese niteinander, so entstehen fol£' 
gende Endgleichungen : | | 
636)  |ezayAa®.(ZayAar.(Zayar.,. (Zar) — 
—_ al | 

.a2. (a2 -a1) 

.a3, (a3—a1). (a3—a2) 

.a4.(a4— a1). (a4- a?) . (a4 - a3) 

.a5.(a5-a1), (as -a2).(a5-a3).(a5- rl 


‚an. nn. (an =). N (nah 2 una). 
er Fee, Fan=-(1 Fr Dr .sı HM) .(ZdA)‘*°* sansee Fi 


et 
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und R | 

637) \(zay’a: ; (Zd)'A” : (Zd)’A”. (ZdyA*») == 

= (ar-aı) h 
,(a3-a1).(a3- a2) 


. (aa— a1). (a4—a2). (aa- a3) 
. (a5-a1).(a5-a2).(as-a3). (a5 - a4) 


.(a(n + 1) 84)» (a(n +1)-a2). (a(n+ 1)-A3)ırnrr. (an +1)-an). 
R 2 ng tg EEE RN (Z A ae 


durch welche die Werthe dieser Summen näher gewürdigt werden können. 


In diesen Gleichungen sind die Elemente aı , a2,..., ganz allgemein; 


nehmen wir an, dass 


so erhalten wir aus 636 die Gleichung 


638) Ze)" A'.(Za) AZ) Ar) ar ante An (Z, gap 


und cr 637 


639) ZA A.ZA AZ A) = at an Art Zdaypren 


ferner aus 614 und 638 die Gleichung 


640) Izayar. (zayam...eza".Arr.ZzaBe 


| | aldi e 
al en h ee re T.dA BE N Aber ee | | Br 
HET ” la | AA iR) 


und aus 623 und 639 die Gleichung 
- 641) I(zaya:. FAIR AN ZITR N CA) Are (Zdy'B) en 


| : d(d djBhes, 
ER, belt KL I TE: En 2.d ErEr EN Aa Lee .. 
| (Z.UA) dA\dA\ "dA rg 


=. 1 1 a 
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ba 


Gehen wir zuletzt zu dem ganz speciellen Falle über, wo a = 1 ist, 


so erhalten wir 

622) |zayartzayar... (Zara) = te... (za) 

und 

643 |(zaya. zur. (za ra 
und ist a0, so hi aus 639 | 104 

644) I(zaya° : (Zd)'A!. Bi (Zdy" Ar) — DE 2 2 (Z.dA) 


Setzen wir noch in dieser Gleichung Z= 1, so erhalten wir endlich 


jene partikuläre Gleichung, welche auch Wrouski Seite 110 findet. 
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III. Auflösen der Producte mit Versetzungen in 


ein einfaches Differentiiren einer Function. 


Da die Gleichungen gefunden sind, durch welche eine Summe von 
Producten mit Versetzungen in das Differentiiren, welches mit dem Messen 
abwechselt, aufgelöset werden, und früher wieder eine Gleichung 321, nach 
welcher das Differentiiren mit dem abwechselnden Messen in das Differen- 
tiren einer einzigen Function übertragen werden kann, so kann jetzt aus 
der Verbindung dieser Gleichungen ein System von Gleichungen hergeleitet 
werden, welche eine solche Summe auf das Differentiiren einer einzigen 


Function übertragen. Wir erhalten aus 321 und 640 die Gleichung 


645) ° at ds)" Pi)... ER)" dx) — 


—ı FE hehe UNE ! Che le. 


de | a u d | Rx, 


dx” "dx \d(tx)*) 


fx fs 


Jri=X 


und für den Fall, wenn a=ı ist, aus denselben Gleichungen die Gleichung 


646) Ja) Es eye... a ar) 


t « » de" Se x u dE \ 
— ae Be 1" 2708 6,9 a ae Medee 
dx" NABILK > 
\ u xı=x 


4 
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Verfolgen wir diesen Gegenstand weiter, trennen nach 515 die Func- 


ton Fx von den übrigen Grössen 
3, (-" | ES) ER)... En... di)" |. dr = 


RER 1 Lau, 12 .o AR. Go ee 
Ri MS 


d" Rex el 

fx -fx/ ae en dx" 
wo ua—0, 1, yes ee, D—1 
und berterken, dass die Factoren, welche in beiden Reihen d’"'Fx be- 


gleiten, gleich sein müssen, so erhalten wir folgende Gleichung: 


6) (edle... dr ee... dl) 
/ ) ( \ 


lı olı alı a 
4' 2) 1 eo 0 1 6 1 T X — X y 
a lan ar Br 

| dx‘ ix, -Ix 


RE 


xı=% 
in. welcher, so wie in den vorigen, x jeden Werth annimmt. 

Wird nach dem Differentiiren und nach Beendigung aller Geschäfte, 
welche durch Zeichen angegeben sind, dem x. derjenige Werth gegeben, 
der fx—omacht, so kann der vorstehenden Gleichung nicht allein eine 


einfachere Form gegeben werden 


643) La! PR)... dp et... do) = 


an 


ılı olı nlı 


UNE N I | 


(dis) rar, I FIRE 
dx" 4x! für xk=o 


DR 


sondern diese Bedingung fx — 0 gestattet auch mit der Gleichung selbst 
eine wesentliche Veränderung vorzunehmen. Wir zerlegen nämlich jedes 


Product in vorstehender Summe in zwei Pröducte 
| d'(fx)' EBSWER LT RT SR RES N (ix) = 
> (-)* dx)" ER)... gr) arg. di) 


wo die Exponenten von fx 


1, 2% 39er ce, N-A-1, n—-q+1,...;,0-1 
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den Gesetzen der geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen, so wie 


wir es in $. 143 angegeben haben, unterworfen sind. Wir setzen fer«er 
lady”. RS ds pgy ran) == 


—H a rg WAS HE VE De 
wo der Factor H nach der Vorschrift 636 gebildet wird. 
Bei den geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen, welche oben 
angegeben sind, kann nur bei der ersten Verbindung, wo 
v4, 22, WB=B3,....,v0-9Q-1) n-q-1 
der Exponent von fx verschwinden; bei jeder ihr folgenden Verbindung 
wird 
Yi+v2 Ho... + vM-9-1)>1+2+....70-g-1 
Da nur im ersten Falle (fx)’ und in jedem anderen (fx)” entsteht, 
wo p grösser als o ist, so bleibt für fx = 0 nur die erste Verbindung 
in der Gleichung und jede folgende Verbindung verschwindet. Es ist also 
ats)! Red (IX) KEe, dx)" = 
f| =({ n= r n= 
—|d!(£x)' IS RE LER) 4.0 Id" REN (ER) ) 


— al ga nal (pgyrarieman lBeyn.  dr(be)”] 


. Die Gleichung 648 geht hiedurch in folgende über: 


649) ars": igy" NET IRRRR Car, dx): En 
g nlı wur Tal re d" | © y 


1 Nahe u 
— (_ q . } dfix n+n-1+n=-2+F...+2=q a rl 
n.1 dx" \ Ix fx=0 


alı n=-q=-ılı 
re Era 


Diesen ganz speciellen Fall findet zuerst Wronski Phil. d. 1. T. 


Seite 60 auf einem ganz verschiedenen Wege. 


34 * 


428 


IV. Uebertragen der Producte mit Versetzungen zu- 


sammengeseizter er Grössen in andere Producie. 


N... dl, 
Setzt man ın 225, 
1 N! 
Karo sh. ) 
Yin hans NEREREER I. 
EEE AN ) 
so ıst | 
| I ZEDR [Z AR K 
p % BET TE 2 yalı 
1 ZEN KL ZID KEN 
p+re 1% 1: R ee 
1 (Z d)’ Ken 2C (Z. ar. 10.00 IC Yu) 
p+2e PB, ae 
+ here We Re et 
1 (Zrd) Au NL) CA) 
p+ne \ 1% 1%: 
SIR PUR (ZEN) 
Br p 5 un 
_ Wird nun in der Gleichung 551. und 952 
7, dr Xrra-ne 
a Dr A®— (Z.d) (X”.Y 


p + (n-s)c ; I 
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und 
B® Br (Z y DE £ Y,) 
SR, p £ ee 
gesetzt, so entsteht die Gleichung 


650) |kzE @"T.,..Zy KL ZR N)... 


(ZAK" TV. Z&Y,)] 
Be um8 AT, (ZEA 0 I; \ 1c gn nc 
—(-) ee a er ZN REN RN AZ T,)) 


durch welche die Summe der Producte aus den ersteren Elementen ‚. unter 
welchen sc fehlt, in die Summe von Producten aus den letzteren Ele- 


menten übertragen wird. 
Its—n, so wird 
651 |ZH&L)LZI& "N... ZyRL_).ZaKL,)) 
— X", (za x" T.).Zza)&X“Y ) A i (ZA) X“ YV,)| 


und ist s=0, so ist 


659  |tzay XV). Zar &* TV)... (ZUR). (Ze &Y)) 


eG 


= ——. ZUR. [Zar & 1) ZUR T,)....(ZaRY,)) 


p+ ne 
Ist c=0, so wird aus 650 


653) ZA. ZT... ZI. IZayrL.. (ZT. (ZT) 


ee (Ady 3X? 
ae en -|(zayY,xZaY,....(ZayL, 


1 


100192. 
Aus der Gleichung 237 und 552, wenn wir 


N ATP— (Z.dy’"(U.X"*) 
2 a | 


und 
De 
‚setzen, erhalten wir die Gleichung 


654) |(ZayUX "za" (UX“ "(ZA (UK. (Za URN) = | 


E 


a B.Ü;: -s)h 
= mar: |(Za)(UX").(Za)' x"). a 


Setzen wır aber ın der Gleichung 237 und 532 
- p ARE 0) 3 1 >) 2 >) .».. 9 n 


so erhalten wir mit Hülfe der Gleichung 233 folgende: 


| hzZ dX\" 
655) Zap (UX®)....(Zay UxXH) = at, v.x®.| x )* 


x \(zay(ux" ) EN (Zd)"(UX) h (Zd)' LUXE ee (Zd)" (UX®)) 


: Beide Gleichungen haben den Zweck, die Producte, worin sh fehlt, 
in andere Producte, worin sh nicht fehlt, und diese in jene zu übertragen. 


Ist s=o, so wird 


656) za Ux").(Zay(UX")....(Zay(UX"))= 


bie gel 1% hZ.dX\" } 2 En E - 
Ze x) ia (UX’*).(ZAKUX").... (ZA UX)) | 


und ist sn, 'so Ist 
657) [LZAUX) .(ZANUX N)... (Zd)" (UX'*)) 


— pi FIX“ A | 
ER 


(Zd) (0X). (ZI URD As tz) AUX 


NS 
ws) 
bei, 


Setzen wir in der Gleichung 656 
U Zu URS RR} 2, UK 
und | 
n Ne nl 


und vervielfachen alle Gleichungen miteinander, so erhalten wir folgende: 


658) | ZA UX").(Zay(UX*)... (ZUR) — 
= Dr) De 13 SR er et. (Z { 3 
Diese merkwürdige Wahrheit gehört in die Reihe derjenigen, welche 
wir oben zu Ende $. 179 gefunden haben; auch aus ihr lässt sich jene 
partikuläre Wahrheit, welche Wronski Seite 110 findet, herleiten, wenn 


man Z=zı und =ı und h= ı annimmt. 


Be £ f | 
N h ER 
E Er By R u 
PA Ta 
a E* & 
IE” N! 


DHEORLE 
DER 


ee ı.H bh N 


I) 


THEORIE - 


DER. 


Nee vH Aa. 


Erste Abtheilunge. 


ELIMINIREN BESTIMMTER GRÖSSEN AUS UNENDLICHEN 
REIHEN. 


1. Allgemeinste Untersuchung.. 


j. 183. 


Di. vorhergehende Untersuchung setzt uns in den Stand, eine Theorie 
der Entwicklung der Functionen in Reihen zu seben; ‚sie erscheint hier 
zuerst; das, was wir anderen Gelehrten schuldig sind, werden wir am 
gehörigen Orte erwähnen. | 

Die Untersuchung fängt mit dem allgemeinsten Fininatidtsfi obleme 
an, wovon wir hier eine direete Auflösung mit unabhängiger Bildungs- 
weise der Vorzahlen geben, was beides nie geschehen. 


a 
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Es seien die Grössen X, , X,, X,,...., deren Anzahl un- 


bestimmt oder auch unendlich ist, durch eben so viele 


Gleichungen oder Reihen bestimmt: 


659) BAR RA ERS A ERS A 


= 
I 


ET ED 2 


B — AN sy Au we MX ar BED. E 
B’S—ANX, FIeASEN AEX EHEN Re 


Es sollen diese Grössen unmittelbar aus den übrigen 


Elementen der Reihen gebildet werden. 


In 4 ee, 2) 1 (3) ion ® 
Die erste Reihe werde mit I 1 BB EN } 


D+i 


aa GC 2703) (n) (n+1) (©) 
» zweıte » » »-|A‘ A, rare An Anıı > > A, 

or | (1) eh (4) (n) j (n+1) (®) 
>. dritte sy » »+|A‘ TRETEN Be A 


vervielfacht, und alle Reihen werden zusammengezählt. Die erste Schei- 


telreihe ıst 


4 
SH I Er er ur - 


N 
A| Vom na rd Non. BE BEL ISAN Bi 


Er B’ 
+B° 


Basen, 7 2 13.) (n) (n+1) nn) 
—— le A, AN .. N .»eoe N, 
und wird hierin A, statt B gesetzt, so ist die Scheitelreihe, welche von 


X, begleitet wird, 


q 


= A Re ex 
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Diese Summe verschwindet wegen der Gleichheit zweier unteren 


Stellenzahlen, ausser in dem Falle, wenn q=n ist, und es entsteht die 
Gleichung 
(1) G2y', 03) (a) (n+1) eo pe | (1) a (2), (3) en) (n+i) (») 
IB I, 1 A are [as A, Ar + A,-,An.ı N 


n- 


oder wenn die Folge der Elemente wieder hergestellt wird 
G2 \ 12) 3) (n) (+1) (%) 
660) X, = (-)""" Ip‘ = A, EB er A, ‚Aus, A A, 
N I a er 0 0 Fee . Bl A 


Dieser Bruch besteht aus Producten mit Versetzungen der Factoren, 
wir haben in $. 156 gezeigt, wie solche 


es ıst nämlich 


deren Anzähl unendlich ist; 


Brüche in unenliche Reihen entwickelt werden können; 


En Kia la a a Aue se 
A 


| 
Sllam.......a0l 
| 
| 


a er 


Be ei 


04) re 3 3; mn 2] 
IA: er ey ® ® AA 

la A, +2) 

X [3 “ ® . . Arı 2 

m (n-1) (n) (n+1) wen) | (ı) (n+2) eh 

la U} ® ® ® ® Ar A, Aus A, [} ® @ ® Aus, D Tr 

(1) z (ın+3) 

A |: L . ® . d R ] . A: ) 


| (2) (n+2) 
A 1, ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® n+2 
+ . ® ® .® ® ® ® ® R ® ® “. . ® ° ® ® “- ® . oe 
® ® “ ® ® . . . » ® ® ® . ® 


Die zurücklaufende Bildungsweise derjenigen Brüche, welche kein B 


enthalten, ist 572 und 573 angegeben. 
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Wird eine andere Bezeichnung. der Elemente gewählt, 


225 BAER BA Re ORT er: 
ER + Ark A, X. ee 
— AK HAN, + AN Ki 2 


® ® ® ® ® ® [} ® ® ® ® ® ® ® ® . “ . 


so hat man nur die oberen mit den unteren Elementen zu vertauschen, 


und es ıst 


= yii Is, AA RE NETERENE Dr r x 3 AM 
EEE... ED Wh ES ER N RER en 


663) Ka ER 
NUR EEE DR 0 
und 
a RR [as en] 
ers a ee 
I ee al ee un. 
I N N 
LASER aaa) Be 
a 


re! . ® ® ® DO ® [) . . [) D) ie . ® D > 


Diese Entwicklung ist die aligemeinsite, und das Verfahren, aus den 
gegebenen Reihen die unbekannten Vorzahlen zu bilden, ist ganz direkt. 
Wie aber Reihen 659 und 662 hervorgebracht werden können, wird später 
gezeigt werden. Wir wollen vorerst noch einige specielle Fälle näher 
würdigen und zeigen, wie auch auf anderen Wegen, die freilich nicht 


ganz direkt sind, dasselbe Ziel erreicht werden kann. 
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Il. Erster besonderer Fall. 


N,:,159, 
Es seı | | 
655) BERATEN, 
Be A: IR AEX, 
BZ NEXEr LADEN AK, 
B=A".X, + A.X, + TER SER WDR 


In diesen Reihen verschwindet A’, wenn p kleiner als q ist; diese 


{ 


Eigenschaft macht, dass auch 
Fe ee ee en aa A 
IA: A AN Aus, s . A, \— 
-‘{- a sales Ne EFT \ 1 ( 
one Ian a NL ARE DAL — 


denn x ıst immer kleiner als n+m. Von der ganzen Reihe in 661 bleibt 


also nur das erste Glied übrig, und es ist 


666) | xX,= Ra Ann, Mes 5“) 
LA WE N AN 


Dieselbe Gleichung ergibt sich, wenn die vorgegebenen Gleichungen 
in.665 nach ihrer Folge mit 


AN 
“ 4 
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Ik; N 1...’ Se 


1 
A | 
an NE ie. | 


| 
f n-3 8 (1) er) (4) k 
(-) IA: A, A, .. wlSelt Se enlerkerde Ausı 


PU ar aingänd aiae) 
vervielfacht werden. 

In diesem Bruche verschwinden noch viele Producte, und von den- 
jenigen, welche übrig bleiben, enthalten viele noch überflüssige Fac- 
toren. Es ist nämlich der Nenner dieses Bruches 
| 


Der Zähler des obigen Bruches ıst 


(u) 


A Re ao) = Ale N NE: A Rt A, 


| (1) an-3)mpm)i ___ n-x Cd SCKE DIH (RI Br "Ry (x) 
Tee werte ee 
und. jedes dieser Producte kann in zwei Factoren zerlegt werden: 
xt) 


De RD OR - (nm) K. el Gr) „Ren m) 
a: a ®)= =(-) U BL a ie. 


. ® . ® . .— 


wo die unteren Stellenzahlen den Gesetzen der geordneten Verbindungen ohne 
Wiederholungen unterworfen sind. Da aber durch das Uebertragen eines 
Elements die obere Zahl von A kleiner wird, als diejenige, welche A unten 
begleitet, wodurch dieser einzelne Factor A”, also auch das Product, 
worin es vorkommt, verschwindet, so bleibt von der ganzen Summe der 


Producte, welche unter dem letzten x begriffen sind, nur das erste Product, 


nämlıch 


Merey (Kel)y (Krr)y o,0 0. gm) (1) (X-1) (x+1) (m) 
la: RE = A A AS AB ee 
r « 


Es ist aber nach der obigen Gleichung 


‚1x=-1) 


ae) ee 


xi-1 


folglich der Zähler des Bruches 666 
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ok 


Ian an. B”)— z(- - 77 an BAR”. BE En; N, 


mithin der Bruch selbst 


TR: Be lasr..cc.an 

„ net n=-x 2.8 =n-] 
667) x = (-) (X) (X+1) (X+2) (n) 
Ar 3 Az ; ER k An 


(n=-1) 


m (n=-1) (a) (n=2) (m) n-3) (n-2) 0-1) m) 
668) Nizz B a. B la ; | n-1ı B la: 3 EN; AN) 

(n) DE en cine Bee as in Vene nahen ImDonigin (nSi), 7 (my 
A, Any AD EITTLUREN DA n-3) UN ER a Ar 


n=-2 


DB I N Ar y 
A N Ar Shark N 


RR A 


Hiedurch ist Yyieı Ueberflüssiges aus db Gleichung 666 gebracht; 
wir können noch weiter gehen, um sie noch mehr davon zu befreien; die 


Gleichung 


(n-m) (n) zei (n-m) =) {n) -| (n-m) Älca, 2) n) ). (N-]) 
669). la As re Am red I gttonr Ay: ? Ara A, n-med A n=-3 Ads FADEN 
welche aus 


s x (nd=-M)...DA=-y=-1), ER (n) (n=y) 
NO ee 


entspringt, leistet hier grosse Dienste. Wird Hemlich 


4 (n-m) eh (n) 
IA ses 2 o.Ä n-2 Ik As. ENT 
(n-m-1} me 1) 02 \ (n 3 m er 1) 
ER ee oe, oo 0 0 oe. ...0 0. BC 
und 


I over enauosoee— ERONE BN z 
n-m-1 un—3 n al Un, m + 1%, 


Nee A 2) 
n-m=-ı a ET RL RE JE n=-2 


gesetzt, so wird 
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€ 1 
X,= ——. 


ns (V(m,0) - Un,0)).B” 


YA (vn ana alin, 1)) ‚Be® 
+ (via ‚2) - Un, 2)).B"® 


s 


(-)""" (Vin ‚n-1) = Un ‚u-1)) ‚B® 


Öhngeachtet dieser Reduction bleibt noch mehreres Ueberflüssige in dieser 
Gleichung; wollen wir sie kievon ganz befreien, so müssen wir diesen 


W eg verlassen und einen andern einschlagen. 


Die Gleichungen 665 enthalten nämlich eine zurücklaufende Bildungs- 


weise, welche wir früher $. 138 gewürdigt haben; setzen wir g 
Su et Br’ u A x ER v2 bi 
671) ne =—=—g, Du an en N 
A, A, Ä A, 


so wırd 


672) 0. NEE EN RR ER N. 


Aus dieser Gleichung ergibt sich folgende unabhängige Bildungsweise 


der Grossen, KAHN 


073). Re 
= - 5 4 gg 
a 


(2) (3) 
DKM N, 


Fe (2) 
X,= m 5, 


und all gemein 


ae LE Wr. 


I 5. 
De, L 
N SBR 
2 FEN) Ir 
N er 
or) z a 


m ar) (4) 
0 ® nl ® 13 
CH) (2) (4) 
0 . 1 ®. e 


N, Sei Ay 
o eo 2 ® 3 . 


e1) Sr; EYE 
+ 5. Dr 
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674) X (0, PR una), n)’ 
+ 5(,0, (1, 2; ra RE 
0 aa n+1),.n) 


+ . ® ® . » . . ® ® ® ® 


(-"5(o 3 (1 9 2 D 5 ..,. Be! n)’ 


Dieses Bildungsgesetz ist von dem vorigen 670 ganz verschieden, und 


enthält kein überflüssiges Element. 


96 * 
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Im. Zweiter besonderer Ball. 


\. 186. 


Der zweite besondere Fall ist folgender: 


6): Bi — AN HAN NET A N Nu, 


Ber AR RA PR AR EA BR 

Br F DR iR AUX,+ AA, N 
BAER i | (A)er I (A); 

B AK ch ER OR 


® ® ® ® ® “ ® ® . ® ® ® ® . . “ ® ® * . @ e 


Dieser Fall kann entweder als in dem allgemeinsten in $. 183 enthalten 
betrachtet, oder er kann als für sich bestehend behandelt werden. Der 


erste Weg führt zu folgenden Resultaten: es ist 


(1) (n-13) (m) EIREN e%) 29 Mm-1) (n) 
la: [ Bar vr vr vor ver) Au: A; —— A, f} A, . A, .eoo0® A. 0} A 
und 


m Br adegendar: ZI, (ı) 2) (3) a-p) a) 
We rn en a 
denn jeder Factor A” verschwindet, wenn p grösser ist als q, also auch 


‚jedes Product, worin ein solcher Factor vorkommt. Ferner ist 


Nat... A a ee eye ee 
wo die oberen Elemente 1, 2,...,n+m in zwei Abtheilungeu gebracht 
worden, so dass die erstere alle geordnete Verbindungen ohne Wieder- 
holungen zu n-1 Elementen, und die andere zu m+1 Elementen enthält; 


hiedurch wird in der ersteren Abtheilung ein oberes Element grösser als 


445 


das ihm t »rechende unter@ Element, mithin dieser F actor, also das ganze 
Product = o. Von allen geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen 


bleibt daher nur ie erste Verbindung, und es ist 


am AR... A lan Wa ai. nn Am 


n+1 arm+ıL n+j a+mFrı 
47 ee (2) (3) (n=1) (n) (n+m) 
welche nach dem Obigen N LAT», ar 2a DE 


Es ıst also das allgemeine Glied von RE Reihe in 661 


la». as 90 0° An, = IN ao 0.0060 2 We h\ ao, seeo06e Autwpatntn) 
um In dr 


n+1 n+m+1 n+ın 


ass. nel. 2 1 


n+m n+m+1 


De 
De 


wur (n+m) 
A 21 RR ER GE RN 


Ru DET 1) ‚| 
r de n+m+1 


(n) -A UrI) (a+m+1) 
MT „A TR, RR EN 


n+1 u+m+1 


. 


mithin die Reihe, welche den Werth von X, angibt, 


B» Benlam) Berlawan) Ben lamasau-) 


676) 1, Gle= = 1 N+2 n+1..n+2 n+3 
— u nn ne WAS 35 EEE. BT et dene ee 
As A A 32 5% Ar, Men: AR DA A ae REN A 
u+1 n+ı n+?2 0n+1 n+2 n+3 


4, . ® ® ® . » ° ® ® Ren [} [2 ® L} ® ® . ® .»0. ® . ®. .6oe ® ®. ® e a o . 00 


+ id .. Pr v . .. . 4 \ . 
Diese Reihe enthält noch viel Ueberflüssiges; bemerken wir, dass 


{n) (n+m) (n) 6) En n+X=1 nN+X+1 D (u+m) (N+X) 
la ...... Arm = s(-)]A Ca 0 


n+ı u+m+1 n+2 » een an ae he u+m+t un+1 
und dass A/'*” verschwindet, wenn x grösser ist als 1, so erhalten wir 


‚eine Gleichung 


x 
677 A» . nr | AN te) I Am = IR Aa Az AED 
‘ ) Erg he TEN IT Mer N 1 ol 2ER ae ee TER n+1 Bam ra Mr rn n+m+1 n+1 


welche grosse Dienste leistet, wenn die obige Reihe von dem Ueberfllüssigen 


befreiet werden soll. Setzen wir desshalb 


(n+1) ch+m) an) 

A AA ß 
n+2 n+m+1 u+1 — H{n) 

; /n+1 


-—— nn 
\ (n+1) AMtm+D 
.».eo ee 0 0 09 98 0. 


+4 u+m+L 


678) 


und 


law A (n+2) Artm 
Lie RN, .o,soeo0e n+m+1 1 K(n) 
et m+1 


ur2) ie 
A‘ .0u.. 9 u. oo STyzueie 


u+2 n+m+1 


679) 
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so ist das allgemeine Glied obiger Reihe ß 


Br 
en 


Ra — . H ma K n m+4 
a a un) 


und folglich die Reihe selbst 


1 


680) = | Ar 


| .B® (H(0),- K{n),) 


x BU Hn) K(n),) 


+ 


Br (Ela) no K(n),) 


+ \ e Cs e ® ® ® . ® 
welche noch nicht ganz von dem Ueherflüssigen befreiet ist, zu dessen 


Fortschaffung ähnliche Gleichungen wie 677 gebildet werden können. 


Soll der Werth von X, ganz befreit von dem Ueberflüssigen dargestellt 
werden, so müssen wir zu denjenigen Verbindungen übergehen, in welchen 
die obern und die untern Stellenzahlen den Gesetzen der geordneten Ver- 


bindungen ohne Wiederholungen unterworfen sind; es ist nämlich „. wenn 


wir = wir 
(n) 
681) —Anıı _ ED 


setzen, nach 676 e 
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(n) (+1) (n+2) (m) (n+1) 
682) x = ‚Bi um Beh A De -L B = D,.. 5 DI 
u+1 


n (n) (n+1) (n+2) ° (n) 
A, As BURN ir De 


(n+1) 
n+2 


D D 
NeDyDiT 
Di; -D 
Ds. D 


(n+?2) (n+3) 
n+3 »D;,s - ur. Ft... 


(n+3) (n) (n+0) (n+2) (n+4) (n) 
_B Te II°«D,,, Di: ze B ir Dir: 2 
Amt > AR. ARTE, $ 

n n 1 
n+3 I._ £ 
Dit > D,.: % 
(n+3) 
n+4 


cn) (n+2) 
rw D,.: : Dir: Tu 


cn) 
T D,.: “ 


(n+3) 
n+4 


6.%..187. 


Der obige Fall lässt sich auch unabhängig von dem allgemeinsten in 


$. 183 auf folgende Weise behandeln. Die Gleichungen 


(n) ae (n) (n) (m) (m) 

B = A, DI -B A Al 32 Any Xur: + AR a tar 
(u+1l) Aus (n+1) ET 

B u ge DR kn Au, Pe Ates A se a re 


mr) — M+2I)x (n+?) 

B ae Xu ei An. Net U Een. Juunı Ser YLEr Ser ] 
w+3 re 

B ; = N DER + ° s ‘ “ ° . 


2 


werden nach ihrer Folge mit ı, 0'”, 0”, Q/°”,...... vervielfacht, und 


diese so bestimmt, dass 


683) A a AN ER — 


u+1 n+1 


Ar ir Anreh Gr, Ban RER CE —o 


n+2 n+2 a u+2 3 


Am = APTTER (HS = NEE O0 32 TERN (Br 0 


n+3 n+3 = n+3 n+3 


(n) cu+1) (n) (n+2) en) (n+3) ON (n+4) U 
Bean an... OO AO; + A. Q‘ 0 


n+4 n+4 
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Hiedurch entsteht die Reihe 


} 


(u) 


684) N 1 (B" a pen, 0% + Bi 0% a Das Q: sr .) 


u A ın) % 
n 


Aus den Gleichungen 683 ergeben sich auf die Weise, welche in $. 137 


m) 


gelehrt ist, die Werthe von QO/, 0, Q,...., welche mit denjenigen 


Grössen, die wir oben gefunden haben, übereinstimmen. 
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IV. Zurückführen des allgemeinsten auf den bes 


sondern Fall, 


j. 188. 


Die allgemeinste Aufgabe in $. 183 lässt sich auf die besondere in 
$. 186 zurückführen; werden nämlich die n ersten Reihen in 659 nach ihrer 
Folge mit 


SR A». N A» 
rare) 
omlaw awa®.....a®) 
2 AST ee 


vervielfacht, und alle zusammengezählt, so ist die erste Scheitelreihe 
„* 
la... ‚Aso). B® I la». N Ama) & BOnE | (-)" la. "is Am ).Br — 
EEE 1) (ade1)mın 
en A: A Aus Br 
und diejenige Scheitelreihe, welche mit X, vervielfacht ist, wird 
Ia:® ARE N A a la“... ARTUNSA ) (0) =], At (- _)"” la. R Ar, : A = 
ja ae 


So lange q kleiner als n ist, verschwindet diese Summe, und es wird 


af: 
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Dei 


685) 1A BEA Aropen) — la. Be, Am-oA® ). x, 
RE Aumam).X, 


+i 


aa A 


an +2 +2 
ie uhren a us [2 
las alle 
_ 


Wird nun n=1, 2, 3,...,gesetzt, so entstehen folgende Reihen: 


686 ||) =] Ar) .x,+| Ar) X |ar) RE [RAP I 


larer)=  [arar).x,lasae)x,alar ar)... 
[ara Be) — \avawa») x +lawara0].xX.+..... 
oder wenn | | ’ 
Er rar ea 
| larawmas. An) 

und | | | | 

es: Ara Ana 
N Abo| 73 
gesetzt wird, so ist | 


689) Vz X, si U4x4X; “u LIREX, ei U®.X Bi 


(2) 


x eh U,..X, + U.Xx, ar 


8 + WER + oe g 23% O 


) 
(4) 


V 
V°’ 
V 


folglich erhalten wir, wenn diese Reihen mit ı, L‘”, Li”, Li", L”, L”,... 


vervielfacht werden, die Reihe 
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690) rum v” >+ 1 ER a m + Dr vr » ae Ve ner 


deren Vorzahlen folgendes Gesetz befolgen: 


A A 
{ (n) (n) (n+1) ne 
ne va 17 Eu + L; — 0 
(n) (n) (n+1) - (m) (n+2) m 8 
U, 15 L, U + 1% le ar L, —0 


EN AB re es Bau. En) Dre REN TEN Urea 1 0 


n+p 1 n+p nn +p De 


Wir erhalten durch dieses Verfahren dieselbe Reihe mit ben Ge- 


setzen, zu welchen uns früher die erste Hauptidee, die der Theorie der 


Reihen zu Grunde liegt, führte, 


= A 
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Zweite Abtheilung. 


Bildung der Hülfsgleichungen vermittelst der Un- 


terschiede und der Differentiale. 


j. 189. 


BI: Gleichungen 659, 662, 665, 675, von denen die Entwickelung einer 
Function in Reihen ganz abhängt, können auf verschiedene Weise hervor- 


gebracht werden, und zwar 


l. durch, Einführen verschiedener bestimmter Werthe einer: veränder- 
lichen Grundgrösse, oder durch Einführen verschiedener bestimmten” 


Functionen für eine willkürliche Function, 


II. dadurch, dass alle Glieder der zu bildenden Reihe einem bestimm- 
ten. Algorithmus entweder der Unterschiede oder der Differentiale 
oder irgend einem andern Algorithmus unterworfen werden; 

II. oder durch Hülfe eines Algorithmus und durch Einführen eines be- 


stimmten Werthes für die Grundgrösse. 


Das Einführen bestimmter Werthe oder bestimmter Functionen soll der 
" besonderen Untersuchung überlassen bleiben; nur über die Bildung der 
Hülfsgleichungen vermittelst der Unterschiede, oder vermittelst des Diffe- 


rentiirens soll hier das Allgemeine voraus gegeben werden. 
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‘190. 


Es seı 
692) Fx+h)=A,.0x + A .0xX + A,.Q0,x + A:OX Henn. 


wo X, ©OX, 0,X5...... verschiedene Functionen von x sind, 


äber die Vorzahlen A AMEN,...... kein x enthalten; erstere 


sind gegeben, die nt der letzteren wird gesucht. 


Es werden vermittelst der Unterschiede oder auch der Differentiale 


Reihen gebildet, | 

693) ni) A, AUDR + A, :Ox + A,.0°Q0,8 + 
BES ZH IE A RT EAN DEAN HA OREN Di 
Sch OR A NOS AÄNNOR He. 
EN DREH AL N OK HAB MAX T Hm.» 


®. ® ®. ® ® . ®, ® . [ ® ® e ® . o eo ® ° ® ® ® ® 


und aus diesen Reihen nach der allgemeinen Theorie, welche wir oben 
gegeben. haben, die Vorzahlen A,, A,, A,,...... gesucht; es ist nach 
dieser- | | 

vo ya vi h v(a=-1) yo each Er 
694) A,— largx ag x... 9,8] [rg ag, x") 


2 
AND,X. A'9x N Ken ir) |a”’o,x.0”'o,x. RN A"Q,x 


ala: BDA DER ANREDE ON x |”o, REES RANAEAEN DIRS ve cx+h)) 
| 


] vo F j ’ /(T ) 2 
ja” D,X.A' DIE; ® i . er vo e 9. 2" 9,8] AO ,KAND X. use 002000» Am 0...) 


r \aro,x.0e,s.. 0 Qt," or) 
[a °o,x.1'0,x Bi: EFT Er 4 Br er RES oe.) 
ro. 0x. BRD ERFÄN © F(x-+h)). 
1 Hu 000 IH 


vo 2 vı NR 
I D,x.A DXxX ah nie, ia 8 0-8 Dir, X 


. . . . ® » _ L} . U} 3 1} Er 0} C} ® . “ “ ® . . ® ® . 
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Nach Vollendung der Geschäfte, welche diese Zeichen angeben, wird 
statt x nach Willkühr irgend eine beständige Grösse gesetzt. 

Welche Werthe für vo, v1, v2,.... angenommen werden müssen, ist 
der Wahl des Rechners überlassen, die durch die Natur der Func- 
tionen geleitet wird. | ' 

Für diejenigen Brüche, welche kein F(x+h) enthalten, sind in $. 196 
die zurücklaufenden und die unabhängigen Bildungsweisen angegeben. 

Hier ist das Verfahren ganz im allgemeinen vorgelegt. Die Natur 
der gegebenen Functionen gestattet oft, aus der gegebenen Reihe 692 
durch Unterschiede oder durch Differentiale solche Gleichungen wie in 
$. 185 oder solche Reihen wie in $. 186 zu bilden, und .die dort ange- 
stellten Untersuchungen auf diese Reihen zu übertragen. 

Wenn das erste Glied 9,x kein x enthält, oder wenn sogar 9,x=0 
ist, so wird dieser Factor 4”°@,x unterdrückt, und die Reihe für A, ın 


694 leidet weiter keine Aenderung. 


j. 191. 
"In dem Falle, wenn 
v0 ara 1, 2 an 3 a HS 
kann auch folgendes Verfahren gewählt werden. Es wird jedem Gliede 


In der vorgegebenen Reihe 4” vorgesetzt, die Reihe durch 4'®,x gemessen 


; A"F x ne h { u x A x A x 
NE RN ee ee 
\ 9% . 9,8 4A 0,8% A 98% 


und für diese neue Reihe folgende Bezeichnung gewählt: 


[ ® % ® “ 


Eh) AN Ex + A,.0x + A,.0, 8 Here. 


‘Yon dieser Reihe wird der erste Unterschied in Hinsicht x genommen, 


und die Reihe durch A@/’'x gemessen 
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(0) 
N . REINGERZE: 

on A, 2 "AQ”x x AQx 0 2 Br ur are 
der 


Eu + ha —— A, Reg 4, OEIX er A, ‚o”x # Ar x a 


Wird wieder von dieser ‚Reihe a a ın Hinsicht x ge- 
nommen, und die Reihe durch Ao”x gemessen 


A 10% r 73 


A Dr A BE (1) 
Be, 0% Aa, 49% 
(1) 5 
10x 


0 
[77 


oder 
Er@zrei) = A, + PR + A, Ku AND. a. 
und mit diesem Geschäfte so fortgefahren, : so ur folgende Reihen: 


Dan 
Pr 
#) 


695) re +b=A + A,.0"x 48,00 + Henn. 


IR Dix +h)= A Le ER EEION 
1 ES A, 2.0 
F®& + bh) A AN 
wo 
696) Ex +) — na) und Dex ale a 
| AQD,x 
FÜ ah) AH x # h) x = x 
Torx Mur: 
1% Sue De 
49, x 49, x 


Mit’Hülfe der Wahrheiten, welche wir in einer früheren Untersuchung 
über Unterschiede $. 169 gefunden haben, können wir vorstehende Func- 
bonenir IE" NEW... min", 00V, 9% ;: 0, auf; Producte: aus Fac- 


- toren mit Versetzungen zurückführen. Es ist nämlich 
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“E@& + b)) 


F’(x > hie | u x la ox)- \ 


Ss 9.8 IE 9,%) 


Ed 


ferner ist nach 607. 


-(t F(x + 1) Eu 3 
| #0x_)/ _leg.x. a" F& + N) 


F®(x+h) u 


(2 ) Ivo." 08 ) 


—— 


| »o,x 
also auch, wenn @,x statt F(x + h) gesetzt wird Ti 
Ar 7 BEN OX 
a Mg m 
|so,x Ä o.x) CM 
Ferner ist A 
est!) A 
Rx ar h)— la'o,x. ATDx u [4‘o,x.1"'0,x- a F(x + h)) 


h IsQ.x-4"'0,x] \a"o,x. 1"'0,x.2"°’Q,x 
ao,x ao.x) | 


und, wenn @,x statt F(x + h) gesetzt wird 
unlg Wo: Ä AO . weox) 


lao,x AR AN, x 


Allgemein finden wir auf diesem Wege, dass 


aD [4° N ao Ki (ne „Ar Bio 
697) E: (x+h)= D, Q, ®, OR 1 ( ) 
} a ärb a+r2 a+m 4 
|a"@,x-4 DX-ATQ,N ee erererrre nr nn a 
id 
und 
px 2x l#o.x - dx. KQ,x TER BER e emo x) 


FORATOKRAT OK er eeerene een A no.x) , 
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Nachdem ‘wir die Grössen FETT EF?,..., 0%, @&@ Yo’. 
welche durch abwechselndes Abzählen und Messen entstanden sind, auf 
Producte aus Factoren mit Versetzungen zurückgebracht haben, gehen 


wir zur Bestimmung der Vorzahlen A, A, A,; m... über, Wir verviel- 


fachen desshalb die Reihen _ A 


F" x+h)=A +A, On ex ar.... 
Fo sy Ei / RE ee ı...., 
Fr + bh) 0 a Re ee A 
Eee m En nA Bene. 


nach ihrer Folse mit ı, L”, L®”, L” ,.... und setzen 
j ; ir P) 14.:2 3m, 3.9 
(an) iR 
698) Park + L, 0 
(n) x (n+1) (n) | GT 
DrX id En x.L, “r L; En 


"x er oe LYV + or, 2 er 1a I— 0 


(n+3 n+3 ü+rs3 
iR 
(on) „(U+r1) (n) (n+2) (n) „(0+3) (nm) I = 
ra X ir RER x. I; m D, x.L, + Or, x L, w L, Om 
%& .® [) ® ® ® ® ® ® ® © e ® ® ® ar ® & ® e ® ® 6) 


‘ 


dadurch entsteht die Reihe 
699) A= F(x ar h) a2 2% Rx ee h) “ Ed ee [6 M. h) ER 
deren Vorzahlen durch die Gleichungen 698 bestimmt, und nach folgen- 


dem Gesetze gebildet werden: 
00. Ur -p. 
La - 00, #91. .000 
ar Don OO 
3 On Das | 
Dr A A 
+ Ola Para 7 Dana t Oaes eDaen 


h (n) (n+3) (u) (n+2) (n+3) 
Dur; ® Dora 1 s Dass » Dar 


und allgemein 
701) L/’=- on, + 
| Bun on, (n + 


-P(n,m+ 


(ol, (u + 
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1,0 #2,0,.,0 M-1)" ,n + m) 
{1) e 
1,0 + 23... ,;n #+m-1) ur 


Neo, 
1,2 #2,...#,0n+m-1)' ‚na + m), 


DV 


- . z 
® e ® ® ® oe ® W058. ®. 2 ® ® 


1,04 2,....,;0+ m-1)”""",n+ m), 


Nach Beendigung aller dieser angezeigten Geschäfte wird dem x nach 


Willkühr irgend ein beständiger Werth. gegeben. Dieselben Resultate 


wirrden wir erhalten haben, wenn wir das Verfahren, welches in $. 185 


gelehrt ist, auf die vorgegebene Reihe angewandt hätten. 
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Dritte Abtheilung. 


Entwickelung der Functionen in Reihen. 


j. 192. 


Nach diesen allgemeinen Untersuchungen gehen wir zur Entwickelung der 
Functionen in Reihen selbst über. Damit aber diese Untersuchung sich 
in gehöriger Haltung bewege, und nicht im Zufälligen herumschweife, 
führen wir die Reihen in folgender Ordnung vor: | 
I. Reihen, in welchen kein Werth von x mehr als ein Glied der 
Reihe zernichtet, 
JI. Reihen, in welchen das Einführen einer bestimmten Function von 
x das nte und jedes folgende Glied der Reihe zernichtet. 
122 Reihen, in welchen das Einführen eines bestimmten Werthes von 
x a, das nte und jedes folgende Glied zernichtet. 
IV. Reihen, in welchen x=a, alle früheren und späteren Glieder 
zernichtet, nur nicht das nte Glied. 


V. Reihen, in welchen x = a alle Glieder zernichtet. 


98 * 
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I. Reihen, in welchen kein Werth von x mehr 
als ein Glied zernichtet. 


j. 193. 


Die Reihe, welche diese Eigenschaft hat, sei 


709) Fx+h)=A,+A.(ox +1) 
+ A,.(@x + 2,)(@x + 2,) 
+ A,.(0x + 3,) (0X + 3,)(®x + 3,) 
A, HA. UK HA NDR HA DK He 
in welcher die Vorzahlen Aa FAN A IE kein veränder- 
liches x enthalten, aber durch unveränderliche Werthe von 


x gebildet werden können. 


Erste Methode, 
Durch das Einführen verschiedener Werthe a’, a”, a ,....vonx 


entstehen eben so viele verschiedene Reihen 
703) Fa” a» h) — A, Bu A al, 2 Ark, ar a A,.W', a? Br at R 

Klara A, +A ba” HA, a” + A, A; NEN I 
Fa" +) =A HA. Da” HA, Va’ ra. bat... 


® 


Aus diesen Reihen können die Vorzahlen A, A, ,.A,,....$o wie es 


in den $$. 183 und 184 gezeigt ist, hergeleitet werden. 
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Zweıte Methode. 


Dadurch, dass die vorgegebene Reihe in Hinsicht x mehrmalen diffe- 


rentiirt wird, entstehen Reihen 

10h) a) SR RE 4. 
dF&x +h)= De SR 
DER RER... 


aus welchen nach $. 183 und 184 die Vorzahlen A,, A,, A, ,.... gefunden 


werden können. Nach Beendigung aller dieser Geschäfte wird statt x 


[4 


irgend ein bekannter Werth eingeführt, 


Dritte- Meth o:d-«. 
Zuerst wird ein willkührlicher Werth von x in @x eingeführt, diese 
beständige Function Ga zu- und abgezählt, oder 
| .Ox-Qa + 0a + n. statt @x + n, 


und dann ferner zur Vereinfachung der Zeichen 
ar ak. u | 
705) 0x -Qa = @x und Qan, —n, 
gesetzt. Die Reihe, welche hierdurch entsteht 


76) Fa+ AHA. ox+r). 
+ A. (x “er 2.) (@’x eb 5) 
+ A,.(@x 4 9.) (@x + 8,)(@’x + 9) 
SEE ENGE 


wird mehrmalen differentiirt, nach jedem Differentiiren wird die Reihe 


durch dQ’x oder dpx gemessen, und auch x=a gesetzt, Da nun 
nach 444 y 


| d E au 173 ’ ’„ \ca=g) 
(20x Yx = 1 ee A > 
_ x 


oder, wenn einfachere Zeichen 
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TOR ln! zn) en m, "r’z (ga+n,, das un Bau" 


(a) V. .) = — 1, Ber 


so’ entstehen durch die 0 ecbensn Geschäfte folgende Reihen: 


gewählt werden, 


5 d (1) | c2.) (3) 

Tat ® al Far h)= A-mASBU +HA,.B, Me a: 
: | d\ | 6) ; I, 

re Iox) Fa + = 1 A ERBTREBEEETR 
k d (U) 

Telı ) F(a Se A, + a,b) N x 
1 da 

3% Gr) Fa+bh)= A, er 


welche nach $$. 186 und 187 zu der Bildungsweise der Vorzahlen A Ası 


... führen, nämlich 


2 | 1 d. \® 
108); : Aa = ein = F(a + h) 
BB | Eu ee 
2.20) jerilı 5 ‚doa (a 2 ) 
a Ge n h 
2 eh | (a “8 ) 
er 
Die\Faetoren Esel so, ., welche ın dieser Bildungsweise 


vorkommen, werden bestimmt durch die Gleichungen 
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709) PB. As 
Bu... r BSR 6 


(3) (2) (n) (v (m) 4 REN 
D.;; + Dr -L, gr Bes, + Lux — 0 


oder auch durch die Gleichungen 


710) Tan BRa—yo 
ER. 


-L 

(9) ww (+1) (2) (n+2) CN en 

18% y DeeD; 2 B,a=L, + B..: — 0 
(m) @®) 

L, + B.+, -L 


n+4 


- 


+1) (2) (+2) (3 (n+3) 7 5 RR 
3 r Bue.lz + Bin „L, Ir B er 


welche nach $. 135 immer mit ıhnen verbunden sind, und aus wel- 
chen die unabhängige Bildungsweise der Factoren L”, L”, ,.. auf 
die Art, wie es in \. 137 geschehen, hergeleitet werden kann. 


(1) 


Die Grössen B}', B{”,... werden nach der Vorschrift 707 aus den 
gegebenen Elementen n,, n,,...,n, und aus der vorgegebenen Function 
9x, deren Grundelement x = a nachWillkühr angenommen werden kann, 
gebildet: Die Gleichungen 709 und 710 geben die zurücklaufende Bil- 
dungsweise der Grössen L”, L,......Nach Beendigung dieser Vorar- 
beiten tritt das Hauptgeschäft 705 ein, wodurch die vorgelegte Aufgabe 


in der grössten Allgemeinheit gelöst 1st, 


1. 194. 


In dem einfachen Falle, wo @x=x, den auch Wronski Seite 517 
aber auf eine von der unserigen ganz verschiedene Weise behandelt hat, 


geben für die Reihe 


711) Fx+bh)= EUER et) 
+ A,.(x #+2,)(X + 2,) 
4 A..(X + 3) + 3,)& + 3,) 


folgende Gleichungen die Bildungsweise an: 


d’F(a + h) „Le, d’*'F(a + FOR „L® d’’’F(a-+h) 


12) A,= POTEIIEN KT ET N 
und } 
713) (a. no, a ana 


71)  L®aLm.BD,4L®.B® 2.0. + LO.BSP4 BD, = 0 


n+p P-2 n+p 


p-ı a4 n+2 


(n) (n+1) (n) (n+2) (2) (n+p=1) (p=nD pe 
715) L + 10 ‘5 +L.. .B FT = L\ Br B, = ° Ö 


sy 
. 


465 


II. Reihen, in welchen das Einführen einer be- 
stimmten Function von x das nte und jedes fol- 


sende aber kein früheres Glied zernichtet. 


i. 19. 


Es sei F(y fx) in’eine Reihe nach den Unterschieden 
der Function x zu entwickeln, oder. es seien die Vorzahlen 
a der He 

x 


716) FU.) A DLEr WEN Eur Sr ur Paz 
zu bestimmen. 


Diejenige Function : welche hier gewählt werden. kann, damit sie 


statt fx eingeführt ‚ ein bestimmtes und jedes hierauf er Glied zer- 


nichtet „ist, 


“.nlk ER 


‚Denn für 2 = 'h ist, i 
Ar — E Bern N .& x mh) 
also Dar a a air I, } und Re, 
Werden nun dr Funetionen ER zu BERN. Bin fk eingeführt, 


so entstehen zur zurücklaufenden Bildungsweise der Vorzahlen folgende 
Gleichungen: ®, % | 
59 


A66 
as 
F(y. A, xt, 1 ch 
F(y. Dh x" 2A 2 h’(x+ HA, eh N 
F(y. x)—A, x en th (&+1h)""+A, ht rch) A, sh’ 


. 


L) ® ® ® ® De We \ ® s ® © . “ ® ® « [) ® ® « # @ ® [3 


Fly. a Az" +A,n“ ha nr er A, na m (x+ ah)" 


Aus. dieser zurücklaufenden lässt sich die unabhängige Bildungsw eise 


‚herleiten, wenn vorstehende Gleichungen nach ihrer Folge mit 


ol-4 hg ; ıl=-y 


er — | Kar i | (- Ye —n (x n Bo i 


-i : ; ul-ı 


ar BES VEN neN 2, (& + ah)" 
1" 


Verieltacht und alle zusammengezählt. werden; wir erhalten Be; 


die Vorschrift -zur Bildung der Vorzahlen von der vorgegebenen Heihe 
| 3 


Nr 


nämlich 


olı alı 


718) en = (& Stan. 1.) | 
| ac Re 


ol “a - bye, Fly. 3) 


N. ii 
ie + auan)ı ER 
En 0} @ ® 0) ® ® ® ® % ®* ; 


Er er. EE Bi a R | | 


Die Reihe selbst ist. 


e $ 


EZ 
q 
38 


E | a 


Byrne = | 
k Be 
m .e « h)is F(y. =) x Fly. N A 
ie Fly. ar Se Ey: x), ein nn x) 1 fx 
er ® 3 » . & © U} ® ® © ® [3 % : ® ® ® } ) ®. ® s ® ® ® 
E wix—h 
4 635196: | 
Die, Bildungsweise der Vorzahlen lässt Sch durch einen besonder en 
Sl EOrHEDIE en Es habe y die Bedeutung, dass 
220). | Yrn= y a (on. 1)) 
E also Pen 5 
= paar Y N Fn- pn.Fln -1) 
e- y N ‚F n-y (on. Eu> 1) 


y Fa=y'Fn-y’(on.F(@a-1)) 
‚und iS 
| 2 y yn— —=Fn- m. Fin) 
- y'Fn = En, qu.Fn-i) . pn. o@-1). ‚Eln-e) 
YF: n= = En-3. en Fa-ı) +3. pn.) Fo-: )- zu. RE: O(n=2). En-s) 


Y “ 
.® @ ) © O D [) ei. a © Ü ® D ...0e. ® . ® 0 . ® ® {) 


Nehmen wir nun für den a Fall 


Mm F(y.x Di und m=x- h Ey nh, 


an, so erhalten wir die Gleichungen 
398 
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723) YES) Fa") hen). gr") 
y’F(y.x”")=F(y.x"")-2. Shah)", F(y.x Be 2) 
YES ER" )erschrnh) ER) 
3.(x-2h+nh)”".F(y.x (x 3h4nh)® Ely.x E 
und aus diesen für m — 0, 1,.23*. +». dieselben Produete wie in 719 


‚und: dadurch folgende merkwürdige Bildungsweise der Vorzahlen: - 


oT } ulh 
724) - A, _ 4 = = Jane 


1 nllı \ : 
A m x F(y s x DRS { 5 ® 
SEA) a \ h: an | 


’F(y. Kelh) h | 
Am YVE Ina 
2 ah h? 
El 5 
p ar h? 
Die Reihe aber selbst ist 


a u 
Ai nr ıFE gut 
Sr a z er 


A? fx : Ey. er 
hr, In u 


fs. afx.y’Ely.x""), 


n=3 


he q>ı 


In dieser Allgemeinheit und mit diesem Beweise erscheint sowohl 


diese Reihe als der Algorithmus hier zuerst. 


‚ In dem ganz speciellen Falle aber, wenn h= o angenommen wird, 
kommen wir zu einer viel einfacheren Reihe und zu einem minder all- 
gemeinen Algorıthmus., den. schon Brisson (in seiner Abhand- 

| lung über Integration der Gleichungen mit partiellen Dif- 
ferentialen in dem Journal de Vecole polytechnique 14 Hefte. Band 
VI vom Jahr 1808 Seite 191) auf eine sehr unklare Weise zuerst 


bekannt gemacht hat. Der Alsorithmus ist in unserer Bezeichnung fol- 


gender: 
726). a i y Fn= Fn-x. F(n-ı) 
y’ In—=y Fn-x.y F(n-:) 

1 yFn=y’Fn-x.y’F(n-ı) . 
Be - En ya x .yFla-i) 
4 x. 
E oder en 
Be n-1 ; 
m 22 Ye) RG. =) ee a 


YIEO. ge) yE- >): _ x. VERS | 
SE: =) mar Fiy.x a0 x Ey. x) 


yE.2) = yTG- x) La yECy. su 


en EG. a 3.x' ale x” Pa ya )ox ‚F(y. x" N 


” » BEN * ® . ® “. ® ® ® ° ® % ® ® ® ° ® 
. . £ k # N 


wo also On=x eine beständige Grösse ist. 
R. y a vr Fe R A Ä } AK 


6 


470 
Die Reihe selbst ist 


dIx 


8) Ey. de 
) (y x) Fy q’!: dx? 
aD Mer 
F IX. on ST ® “ oo —— 
2 N ı\ 2 0 d’ix 
| | 1.20% 
= 3 Fi 3 E 2 1 3 ! d’fx 
+ [Fiy.x ) = 3.x'.F(y.x°) + 3.x8°.Fiy.x) - x Ey.) Et 
ae ® ® ® [) ” “ [} } ® ® ® ® ® ® .% L) ® ® R7 € E) ® 


oder mit dem bezeichneten Algorithmus 
d’ fx 
dx 
d' fx 
11 dx" 
d’ fx 
ar dx 


a Ae 
+y’Fy.x). ng: 


729) Fiy.fx) — „E(y.x’). 
en y. E(y.x’). 


Ho Ely.n). 


u ee 


vaA 


HER ;5 


ın wel Le mmiten WVerthes 


 früheres 


‚zernich 


Re, r 
a: 


die Functionen Y°x, 


£ 


0... Wird zur Vereinfachung der Rechnung 


R- 
* 
e 


0.0.50. nehmen vorstehend 


% 


aus welchen sich die 


2 
12 u, Bi 3 


Rn. 
“ ke 


473 | 
N 
Die allgemeinste Form, ın welcher die obige Reihe 730 mit ihren 
Bedingungen 731 erscheinen kann, ist 
736) =. F& a ar | 
| | +A .fx. (9x -Qi"a,) 


+ A,.1”x. (0’x -0/”8,) (px -9.’a,) 
+ A,.f”x. (9x -098,) (8-0) (OR -0a,) 
> 0 . D) . ® ® O) .. 2 ® ® .® ® D | u} ) s 


a ie ia N I N 


Die Gleichungen zur zurücklaufenden Bestimmung Hex Vorzahlen sınd 
737) F@,+h)=A,.f”a, | | 

| Fa,+h)—=A,.f”a,+A..f’a.(pa,-g”a,) 

F(a,+h)= | | 


N -QN a HA, f”a,. (0 a,-0”a,) (9, a,-9”a,) 


Br) . « ® [} ® Ü) .. ns ® [ ® [) .® ® s ® . [) ® [) ® ® r} 


und die Vorzahlen A , A,, A,,.... entstehen,. wenn für ) und B in 
733, 734, 735 die ihnen entsprechenden Producte gesetzt werden. 


3. 200. 


Diese allgemeine Reihe 736 begreift drei Fälle unter sich, und zwar 


zuerst. | : 
E79, sehr — A rr 
| ir +A, fx .(@'x-Q"a) 
+A,. gen ("3-9 a,)(p"x-P"a,)(p"x-Q"a,) 


‚je . 2 . ® ® 0 ® 


® ® 3 [} ® ) E) C} 1} ® 


Ki, 


wo He Functionen 9, ldier die Glieder. der Bin durch Einführung 


der Werthe von x "verschwinden machen, ın jedem Gliede, der Beihe 
gleich aber in verschiedenen Gliedern verschieden sind. Be a 
Die Eigenschaft begründet keine neue Behandlungsweise, Ä und es R 
ist, wie in 733, 734, @95:.zu verlahren; u 0 u ae B. 
Der zweite Fall, welcher in der allgemeinen Reihe 736 hegriffen ist, 

ist : 
Sn a So nn | : Sunten : 

>) 3 Pas bh) Astra x 4 


nn ER R-0 a) | 
#+A,.2'x.(p'x-0" (@”s Bon 

+A, nr .x% (x - oa, 2 x Bi (g"x- 2 ) 

wo die Functionen, welche die Glieder verschwinden machen ‚4 einem 


und demselben 'Gliede verschieden, aber in verschiedenen Gliedern gleich 


sind, ee Be i N a | en 

Auch hier gelten \ v6 Bildungsweisen in 733,234, 735, | weiche für 
dän. allromeinen Fall gefunden sind, und es ist diesem noch das Eigen- 
thümliche dieser Reihe 739 hinzuzusetzen : dass sie durch folgende Glei- = 


chungen erzeugt 


ae Bee Ne ne oe ga). Reh a 
Rah) A. D>+ ("x - p°a,). F x “ h) en 
Fox + = A,f”x + (@"2-9"a,).R& 4b) 
F,(x + h) en AD & (@"”x- Q”a,).T,& HIT 
ee N A ee ee ee 


die zu folgender Bildungsweise veranlassen: 


EN ER a 
= ee 
741) A NR Nene et und Fx+bh= r& + MoA,E”%x Bo er R 
| . 0 Kr, Err | p"x-0@ a, 
a a x* = RN. 
3 Fra, Er "x -9"a, 
A,— NG Be | ne + h)= r, (X Eu h)- meh eo... 
| Br ES px - o”a, 
Az F ei AR h) F,& 4 = 2 h) a x 
Ya 3 | oO = -@ Pr, 


Eine unmittelbare Folge dieser Bildungsweise ist dassı Sach, dass 
-die Function, von welcher alla Glieder, welche nach dem ten Gliede 
folgen, die Entwickelung sind, vollständig angegeben werden kann, Bene 


durch [olBenSe. Zeichen angezeigt werden mag: 
742) F(x hl) rad 
| Er A, ER, ie er ) 
u A, x Ber -o'a, IA or a Sr 


+ A DX (0x - ra)" x- ga). rl a) 
+ a or Re =e 2.) Der A sen a). F,@&+bh) 
5900. 
Der dritte F all, welcher in der allgemeinen Reihe 736 Des ıst, ist 
743) E@ + bh 
| ® A, fer. (9x-9a,) 


2 AR | e $ + A, Er . (9x- 2a, (PX - - 94.) 
NE HAN, er (98 - 9a,) (9x - 9a,) (Px- 0) 
ey ee aues e esecne Ne 
R Si | c0* 


wo die F a “ welche die Glieder verschwinden machen, sämint- 
ar gleich sind. | | | - N 
Bei dieser Reihe finden alle früher gefundenen Bildungsweisen der 


Vorzahlen A A, A statt, sowohl die allgemeinen 733, 73%, 735 
als die besonderen 740, 741, und es gilt von ihr auch die Wahrheit, 


welche die Gleichung. 742 angibt. 


N 


ANA a | 903. yanası Ä es 

Diese allsemeinen Reihen sind vielen Abänderungen unterworfen ‚ und 
zwar durch Eigenschaften | 

a) der begleitenden Function en 

i b) der Elemente a,, a,, A,,... a2 

c) der Hauptfunction und 

d) der Haupt-, der begleitenden Functionen und der Elemente ER 


gleich, 


a. # F 
. Be 
& - E ei EN ge $ 
a EN N rs x - 
BIRNEN eu 
E ET TER 
* N ee ir a 4 g 
/ EEE RE RE KEE $ ı nf 
r 3 7 IM f 
= 
r 
vr er. 
y En = ET fr 
* 4 2333 we Ä e| u 
MERAN 
Q 


m “ 7 y 
& K na A . 
3 u® 2025 ut , SL r 
” b B A . } i = 
a i r; Ri N Ei } SER A Ba 3 2 ia Er 5 
I DB, INA) 4 Pe I. ie E ER B 
hr ak in) ee de 
4 $ Maik; er £ Sr Be HR ae et a Key 4 " f' 
“ v & F a, & 2 X 5 


EN 3 fi ! 


B. Wenn die. besleitende nei onen bes rinte 


Bigenschaften haben. 


s 204. 


Wird die begleitende Function | 
Bi Tel. Mal. fe Pr — ... el u 
angenommen, so hat diese Annahme in der ‚Reihe 736, 738. und 739 bei 


‚der Bildung der -Vorzahlen keinen, aber grossen Einfluss ın der Reihe 


743, deren Vorzahlen dadurch er vereinfacht werden; es ist 


74) Fa+h)— A a 


: = HAlOs-EX-9) 

2 + &,.(9x-9a,) (9% -92,) (0x-98,) 

E Em, Se, in = ET ER TEN 

2 Die Gleichungen zur Bildung der Vorzahlen sind erstens nach 732 
8 oder 737 : | 

5) Fa+l)=A, 


F(a,+h) = A, +A,.(9,-98,) 
F(a,+h) = A, +A.. (9a, -©a,) + A,. (9a, -Ta,)(@a,-@a,) 


| und dann nach a0 und. m a | ee 
nn 736) | ur —— Se 2 F a | 
eg Reh A, + (9x-@a,).F,(x+h). 
on F,(xth) = A, + (9x - 04,)-E,(x+h). 


So ..2) M=E@sh). md R Rs) = a 
F Gh A, 
Er 
‚E@&+h)-A 
u 
® une A, 


Pr Pur = \ 


= 


A,=F(@+) = | Bo) = 
ie, 
a 1.64) = 


—F ee a N, ra 


Aus diesen Gleichungen ergicht sich. folgende einfache unabhängige 


7 i 


Ba # | a 

ee 

 Eix+h) Elashı 
-IX-La, / r ‚= Ca, - 0x ee So 5 ei 
E@,+h) ı a a 

ne 2 im aa 


F eh) = 


RN 


1 


Fa, +h) on T(a, +h) Fa, + h).: Ö 


2 


£. a PR Ä [4 


(Px-9a,(Px7La,) " (Qa,-98,)(98,-0x)" (9a, 9a, (98, 7 4 


ag Er ) (9a ‚Da, S* se 79a.) (ga ‚798, ) ea) 


DRM « 
WERK: 
BT; 


Hier entstehen die Producte mit wiederkehrenden Elementen, welche 
wir in der 7ten Abhandlung unserer Analysis untersucht haben; und es 
ist durch Hülfe der am angeführten a entwickelten "Wahrheiten leicht 


zu beweisen ‚ dass allgemein 


Fix +h) | 
(Px-QPa,) (9x-Qa,) ur le (0x-98;., ) | 
N 3000 N00.-08) : 
Hr en | F(a,_,+h) t . u RE | 
a ee TEN (9a,_,-98,_,)(E%.-0%) 


749) F ..,‚x+h) = 


ER Bis | au 
Ge Ga) (9a) 2... GR 9a) A) 


Ä SE + » | 
E.: Er Ba, rl | 


F(a, + bb 
y (Da, BEBICHH ale. ie. (0a, — 0A) 


# Soll die Entwickelung bei dem nten Gliede stehen bleiben, so ist 


a, a A" A re ee ne ” 


751) Fx+bh)=A, + A,-(9x- 90) 
mA, ee 9a,) 


+. 
+ A..(9x-94,)(9x-90,). .(Cx-2a, ) 
+ (9x-94,) (9x -@8,).......(@x-98,,,)-F.,,(x+h) 


480 


wonach bei praktischer Anwendung der Fehler bemessen werden kann, 


welcher durch Vernachlässigung späterer Glieder entsteht. 


Die obige Reihe 744 kann auch als ein besonderer Fall von der Reihe 
70%. betrachtet werden; dadurch gewinnen wir für die Reihe 744 jene 
Bildunssweisen, welche dort die Gleichung 708 angibt, deren Glieder 
L®, L®, L’®,..,. durch die Gleichungen 709 und 710 zwar hinreichend 


bestimmt werden, aber in gegenwärtigem Falle einer weitern Eutwickelung 


fähig sind. 


Es ist nämlich, wenn wir die geordneten Verbindungen aus n Ele- 


menten zu p Elementen 


ohne Wiederholungen durch (n)” 


und mit Wiederholungen durch [n]'” vorstellen, 


nach der Gleichung 709° | 
(n+m)'” es (arm). 1% A 4m al Fe a nm) Li 0 


und nach der Analysis Seite 256 N. 413 


(me“2) 


‚[n+1]"-. oe, 


(m) m=-1) 


(n Hm)” _-(n+ m)", In+1] + (nm) 


a 


Werden diese beiden Gleichungen miteinander verbunden, und 


m = 0,1,2, .... gesetzt, so wird 


792) ; ; Le — PX [n + 11 
dr + [an + ı]” 
\ Lt == RE [n SR 15 | 


L’—() In + 4]® 


g 708 


und folglich nach der Gleichun 


” Sk 3 \ N 
Rn Als S u 6, r Ben . . Ku) 4 , 
in Fa be > un D => Sun 1. de DE a un 0 


481. 


753) A, = [pa=eh 2 9a,-pb 2 a etz 2a,,,-9b]”. _ ° lan "Fb + h) 


27 ER 9a. -Pb] En ir Ehe) 


+[Ga,-0b ,Ca,-Ob , @ä,-Qb ,..», 9a,,,-@b]”. a (a | F(b+h) 


(-)Ioa,-ob 3 Qa,-Ob > 9a,-ob Da an ‚Ga,,-@b]”. = , En " Fb+h) 
| | 1. \dob 


wo b eine fremde willkührliche Grösse ist. 


Diese Bildungsweise gehört nur einzig der Reihe 744 an, und. keiner 


früheren Reihe... 


61 
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CC. Wenn die Elemente bestimmten Gesetzen 
unterworfen sind. | 


A —_ I 


\. 205. 
Wird die Willkühr der Elemente a,, a,,a,, «+». . aufgehoben, und 


werden diese bestimmten Gesetzen unterworfen, so ist der Einfluss auf 
die Bildung der Vorzahlen gross. Dieses gilt wenigstens in dem Falle, 


wenn bei diesen Elementen ein gleicher Unterschied obwaltet, oder wenn 
a.=la,a m arık,a—amek,a—amak, 
und | i 
754) Fx+h)=A,.f"x | 
+ A .f'x.(9x-0)a) 
+ A,.f”x. (95-919) (P’%-Q2a + 0) 
+ A,.1”x. (9x - 900) (px 9a + K)) (Gi’x- 90a + ak) 
+ AL. (GR-Pa)(Px-Q" ak)" 5-0," ar 2k)) (Oi x-Piarak) 
% 


A WIR ALU RA A Se ehe 


Die allgemeinen Bildungsweisen 732, 734, 735 gelten auch für diese 
Reihe. Wegen des gleichen Unterschiedes der Elemente lässt sich der Al- 
gorithmus der Unterschiede auf die Glieder der Reihe anwenden, und es 
entstehen dadurch zur Bildung der Vorzahlen Gleichungen, welche dieser 
Reihe 754 ganz allein angehören oder ihr eigenthümlich sind. Es ist, 


wenn das an A angehängte k bedeutet, dass x um k wächst, 


483 
ER De fr” (x +gk). (0” (x +gk)- Pra).. ER +gk) - 9 (a+(n- 1)k)) 


Fa f(x + (g-1)k).(9 & + (g-V)k)-9)...(0. &+(I-2)k)-9 (a+n-1)k)) 


a 
or 9 (+ g- PR) (PRHE-PIK)- DA). HE-PIK)-PRarHn-ı)k)) 
( I x fx. (0"x- 0”) Br vereenn. Br 0” (a+(n-ı)k)) 


Ist nunx=a, so ist für q 2 n.oder für g= n-s 

755) yo 

für qg =n ist aber 

720) [# vs) — 1" (a+nk). (9 (arnk)-2?”a) ne (Pi (arnk)-9,” (a+n-1)k)) 


xea 


und fürqg > noderg=n+sist 


757) (#"v"s)= 


= f”(a+(n+5)k).(9.” (ar m+s)k)- P”a)...(P arHn+s)k)-Pi”(aHn-ık)) 


£® (a+{0+5-1)k), (9 (atn+s-1)k)-Hi”a). (9, (a+n+s-1)k)-9, (a+n-1)k)) 
„je 
(-)' a se +nk). (9 (a +nk)- pa) a en (9. (a +nk)- 0”(a + (n-1)k)) 


ER nun von der vorgegebenen Reihe 754 der 0, 1, 2, 3y.r. re. te 
Unterschied genommen, und dann x =a gesetzt, so entstehen zur Bildung 


der Vorzahlen folgende Gleichungen: 
61 * 


484 
758) (Fix lan aNax),, 
AF&ıh)=A,.aV"RHA, ax), 
(a8 Fx+h)=A..aV"x+A,. DR Aa N 


(KER+b)=A, any H A, A RA, 


Diese zurüucklaufende Bildungsweise ist der Reihe 754 eigenthümlich, 
auch Bürmann findet sie Seite 36 $. 7. 


Die unabhängige Bildungsweise der Vorzahlen A, A , Anstın Kenne 


nach der Weise 735 dargestellt werden. 


j. 206. 
Diese besondere Bildungsweise gilt auch für die untergeordneten Reihen 
735, 739, 743, wenn in ihnen die Elemente A,, A,,... gleichen Unter- 


schied beobachten. Für die Reihe 
TONER EN AEER 
+ A; a ? dos >35 - 0a) 
ar A, t”x.(@"x-p”a)(p”x-9°(a+k)) 
ae AN x "R-P"a)(P"x-9°"(a+k))(P"x-9°(ar2k)) 
rs | 


gelten daher die Bildungsweisen 732, 734, 735 und 758. 
Für die Reihe | 


485 
I ER u a > 
+ A f’x.(p'"x-o'a) 
+ A,.f”x.(0"x-Q"a)(o"x-@"(ar+k)) | 
+ A, L”x.(0"x-0"a)(p”x-o°lark)) (0"x-p°’(ar2k)) 


= 


gelten die Bildungsweisen 732, 734, 735, und 740, 741, 742 und 758, 


und für die Reihe 
Ze) ren) 3 ‚fe 
+ A ‚£'x.(0x-0a) 
+ A,.E"x.(9x-Qa) (P&-Ola+k)) 
+ A, .f*x.(9x-Ga)(9x-Ola+k)) (Hx-ola r 2k)) 


+ 


gelten dieselben wıe fur 760. 


486 


D. Wenn die begleitenden Functionen und auch 


die Elemente bestimmten Gesetzen folgen. 


De 


21,207: 
Es sei 


762) E&,+.h)z= 7A 


+ A .(9xX- 9a) 

. + A,.(9x-98) (9x -@(a+b)) 
+ A,.(9X- ga) (Ox- Pla +b)) (9x -@(a +2b)) 
> \ 

In dieser Reihe sind alle begleitenden Functionen = + gesetzt, und 
die Elemente nehmen um gleichviel zu; es gelten also hier auch die Bil- 
'dungsweisen 732, 734, 735 und 746, 747, 748, 749, 750 und 753 
und 758 also überhaupt vier verschiedene Bildungsweisen. Auch kann 
hier nach 751 die Function angegeben werden, aus welcher alle folgen- 
den Glieder der Reihe entspringen, nämlich 
763) Fx+h) =A, + A .(@x-0a) 

| + A,. (Px - Pa) (9x - P(a+k)) 

+ A, (6x-9a)(Px-Plark)). re... (6x - Plarn-1)k)) 
+ (9x -Pa)(ox-Hlark)) ver er... (?x-P(a+nk)).F,, (x +b) 


wo F,,& +h) nach 749 gebildet werden muss. 
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EB. Wenn de begleitenden und die Hauptfunctionen 


bestimmte Eigenschaften haben. 


i. 208. 


Es sei 
764) F(x+h) = A, 
+ A .(x-a,) 
+ A,.(x-a,)(x-a,) 
+ A,.(x-a,)(x-a,)(x-a,) 
A 


wo die begleitenden Factoren f = 1 gesetzt und die Hauptfunction x selbst 


ist, hingegen die Elemente willkührlich sind, 
Die erste Bildungsweise ist nach 732 
715) Fa+h=A, 
Fa,+h)=A, + Ana) 


Fla,+h) =A, rA,.(a,-a) +A,.(a,-a)(a,-a,) 


. . . ® ® . [0 [) . . 
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Die zweite nach 147 
766). Aueh) und Ruh) A) 
| x-a 


F(x+h) -A, 


A, — F(a,+h) F,x+h) = 
x-a, 
A, = F(a,+h) 1326: +h) — F,&+h) - A, 
x-a, 
und nach 749 
i 0 Fa, +h) 
Ku Nr — (a, A, Be aan a are) 
T(a,-+h) 
2 (A, ala a. (a,—a,_,)(a,-x) 
A 
F(a_,+h) 
(a... rl) ee (a,x. a,_,)( an 
F(x-+h) 
"&-a) (RT NE ua (x-a 
und nach 750 ‚ 
F(a,+h) 
6 A —— — 
N (a,-a,)(a-ar) en za aka) 
Klare) 7208 
fr (a,-a,) TR (ar 
a F(a,-+h) 
(a, Fa la)? 2 (a,-a,_,) 


und die dritte Bildungsweise ıst nach 753 


> 
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d’ F(b+h) 


769) Alan ah a,b a,<b,...,a,,- bl" 


o» d'F(b+h) 


[dena Byrne... bh] "erh pet" 


Eye eu 
24 ‚db 


arı1 


ee onoretnnk, 


»je » ” ® ) ® . ® ® ® e ® ® ® ® ® ® 


wo b eine fremde willkührliche Grösse ist. 


62 
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F. Wenn die Elemente und die Hauptfunction 


bestimmten Gesetzen unterworfen sind. 


209. 


Wenn den Hauptfunctionen, welche die Glieder der Reihe verschwin- 
den machen, bestimmte Eigenschaften zugetheilt werden, so geben sıe oft 
zu ganz eigenthümlichen Bildufgsweisen der Vorzahlen Gelegenheit. Wir 


wollen dieses an einigen Functionsarten nachweisen. Wirnehmen an, dass 
Be R erkläre (0) 
770) Kerr en x 
| x-a 
+ A. fx 
1 


er 
1 er 


(x-a)(x-a-k)(x-a- :k) frz 


+A,. 
BET VD 


“ir 
Die erste Bildungsweise ist nach 732 
771) Fa+h)=A,.f”a 
" Fla+k+h)=A,.f”(ark) + A. 2.k'.f’(ark) 
1 


Fla+rk+h)=A .f'(a--2k) +A,. EN £'(a+2k) AN ‚k’.f”(a+r2k) 
1 Rh, 1.2 


.Fia+sk+h)= 


—A f(ar3k)+A .2.kt.P(a43k)+A KR” (arsk)+A,. I .k’f’(a+3k) 
1 1.2 122.3 
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aus welcher wie in 735 die unabhängige Bildungsweise hergeleitet werden 


kann. Diese Bildungsweise findet auch Bürmann Seite 38. 


Die zweite ıst nach 741 


DD» A= Je und, er 
| x-a 
F(a+k+h) F(x+h)-A .f'x 
a. eat) F (4) = + At 
; f''(a+k) ER x-a-ık 
F(a+2k+h) F (x+h)-A,.f”x 
A= Kiych) pe rn ernne 
la HK ) x-a-2k 


Die dritte entspringt aus 758, wenn nach 167 - 


nl-k fin) sl-ı 
N f”x a pr: = n 
At DZ EN —— KESt (Xenk) 


xza 


gesetzt wird; sie ist 


7173) (ro =A,®%] 


gast 


(RAR 2 112" (ak) 


2 


ol-ı 
olı 
1 


ıl-ı 
(SB) = ASP" xHA, ke. nE"(x+1k)+A,.—.k’. af "(sek) 


x=a 


und allgemein 


62 * 
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galı 


774) ( SEKk+h)= A, Pk 129%) 


yarılı 
> I n=] 1) 
u Serenreble ‚kr f ) 
yamaı-ı 5 
Ar 2 
+ A. — ur are .k. 20) 
nina 
3 ne3 
se A, ak «A, IE of 6 
>i« 0} @ © ® C .@ ® ® ® © ® % ® 


v 


ni ; 
+ A» are, ‚kr.Af” (x + nk) 


zen 
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G. Wenn die begleitenden Functionen, die Ele- 
mente und die Hauptfunction bestimmten Ge- 


setzen folgen. 


‘. 210. 
Es seı ’ 
75) Fasb= A, | 
+ A .(x-a) 
+ A,..(x-a)(x-a-ık) 
+ A,.(x-a)(x-a-ık)(x-a-2k) 
+ A, (x-a)(x-a-ık)(x-a-2k)(x-a-3k) 
st 


Die Bildungsweise der Vorzahlen dieser Reihe können wir entweder 


aus $. 207 oder aus $. 208 herleiten; wir finden nach heiden, dass 


776) N Aue + h) 
Mouk. 
und dass also 
Pa N | (x-a)"”* A;F(a + h) 
777) E(x + h) —— F(a >“ h) + nett I SECTOR 
(x- a)” A,F(a + h) 
N y % k? | 
(x-a)’””“ A;F(a + h) 
>> Ri ke k’ 


ri ® ® ® ® ° ® nd 
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ferner, wenn die Entwickelung nur bis zu einem bestimmten Gliede ge- 


führt werden soll, dass 


(x-a)"" A:F(a.+ h) 


778) Fx+h)=F(a-+h) + ae Era 
+ (x-a)”” AF(a + h) 
er 

(x-a)"” AFl(a + h) 
et ee 


+ (x-a)""*,F,, (x+h) 


wo 


‚ F(a + h) 


779) ; Re a hy, (ir 


„.» Fia+h+ ık) 


(y Fa+h+ 2.k) 
aan kesy.ku 


(-)° F(a+h + (n-1)k) 
DOSE, par (a Rn nm 1) kex).kr 


Fa +nunk-x) 


(x 5 ar 
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IV. Reihen, in welchen das Einführen eines be- 
stimmten Werthes von x=a, alle früheren und 
alle späteren Glieder nur nicht das nte Glied 


zernichtet. 


211. 
Es sei 
780) Fx+h) = ER (OX-DR,) nenne .r (@x-98%) 
RE N (9x-{a,) 
+ A,.(9x-9a,) (Px-Qa,)(Ox-9a) 2... (9x-9x,) 
+ Eee le ee le The let ie it, ar .iie 
+ A,.(9x-0a,)(®x-94,)(Px-48,).. +.» (PxX-Qa,.,) 
Wirlx=a,a,....,, gesetzt, so entstehen die Gleichungen 
781) F(a,+h) = A,.(02,-9,) (ga,-@3,) . . : - - (a,-Qa,) 
F(a,+h) = A,.(0a,-9a,)(pa,-98,) +.» (ga,-0a,) 
Ffa,+h) = A,.(98,-08,)(9a,-99,) ++. (9a, —@a,.,) 
durch welche die Vorzahlen A ,A,,. .. . bestimmt werden. Die Reihe 


selbst ıst 
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FL ER IR (0x-0a,) (0x =9a,) 2.22.03. (63-0) | 
ENT nn) ne nr 
(Ox-Oa.)(Ox-9a,).... N (Bx-9,) F h 
" (90.-92,)(P,-9a,) 2.2... (9a,-9a,) R 


„ PEZ9A.KEx-9A,) (PX-9a,)... (Px-Qa,) r 


RE EN Eh Aa h 
(9a,- Da, )(Fa,-9a,) (@a,-09a,) BI (9a, -9a,) (a, + ) 


Rs 


„(9X-98,)@x-04,) (9Xx-98,).... (98-94...) 


.F(a,+h) 
(9a,-9a,)(@a,- Qa,) (pa,-@a,) wur. (ga,-@a,-,) 
2. 
Hieher gehört auch folgende Reihe: 
783) F(x+h) = A, Rz AN 0 ee kr 
RN 4 sinb, x SW Asin b (x-1)z | AN sınb (x-2)7 IR, 


wo b.5.b ,.Bi, 2... keine ganze Zahlen sind.‘ 


Wird x=n gesetzt, so verschwinden alle Glieder ausser jenem, 
worin x-n vorkommt; werden deshalb statt ‚dieser Functionen die Reihen, 


welche sie vertreten, gesetzt, so wird 


| (x-n)#. x -n)'z’ 
.sm(x—-n)z __ 1 BR WR 
sinb (x-n)sz ” b,(x-n)z b:(x-n)’z’ ei 


1 1.2.3 


(x-n)'’z’ 
A a3 


1 
=, h’(x-n)’z° 
b- Ei‘ ) “ 
12.73 


folglich für Kine uH ist En +h,=A,, n 


2 


also A, =b,.Fn +h) und 


- 
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ES ER ee ln. 11 er ee 
hal £ sinb x 7 Seh sinb, (x-1)7 SP 


6,219. 


Eben so findet man die Vorzahlen der Reihen 


i = a“ = LU} ® 
bo &: ı2b, ir Dr 1 


785) Fx+hl=A, 7 4A ‚Sin(X -1)7 a sın (X-2)7 en 
4 e 1 


und 


786) Fa. (| ra ie (FR) + Ay: 


r | x—-2 


214. 
Hieher gehören auch folgende Reihen: 
787) Fx+h)= A,.(sin = - sina,) (sinx-sina,)......(SInx-sina, 
+ A,.(sinx-sina,)(sinx-sina,)......(sinx+sina,) 
+ 


+ A,.(sinx-sina )(sinx—sina,)......(sinx-sina,_,) 


und 


788) Fx+h)=: A .siyf(x - na ‚sin (X-4,)7 EN" ... sin(x-a, )r 
+ A,.sin(x-a)z.sin(x-a,) ERREER: . sın(x-a, )r 
+ A, . sin(x-a )z.sin(x-a,)z.sin(x-a,)7....sin(x-a, )z 
RE A Be ER 1 ERREIETET  T MR 
+ A, .sin(x-a,)z. sin(x-a, )r.sin (X-a,)7 ... sin(x-a,_,)z | 
ip. 


ER 
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V. Reihen, in welchen das Einführen eines be- 

stimmten Werthes von x alle Glieder zernichtet 
oder hi 

Entwickelung einer Function in eine Reihe nach 


den Potenzen einer andern Function. 


4. Allgemeinste Entwickelung. 


\. 215. 


Es seı F(x +h) nach den Potenzen der Function @x 
zu’entwickeln, (oder cessci.n | 
789) Fx+h)=A,.(oX)" # A,.(@8)" + A,.(2R)" +. .... RN 
man sucht dastGeseiz’der Vorzahlen 4.0, Ay. 
Es ist nach der früheren Untersuchung $. 190, 
0, ge DS TOR N ANER d"pR R 
| |d’ox".d'’ox" Se Ela ah aha ea a 
|d°0x°.d’ox" Ru A DE (DR 7 Er ar h)} 
|d’ox".d'gx" RER Error] 


wo 


BL — 05 1, 2, 33 Ayoocnercn 
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Die Producte aus den Differentialen der verschiedenen Potenzen von 
9x können wir durch Hülfe der früher gefandenen Wahrheiten auf ein- 
fachere Geschäfte zurückführen; setzen wir zu diesem Zwecke 

(an-ao)(an—-aı)(an-—a2).. Be (an-a(n- Di. 


so-ist nach 637 


\d’ox". DEN re RT Se d’ox"t® BR 0% 


ao Fal+t... Faln+m)-an-(172 +... +02+m-1) e: RA 0 + De 
a .©X » .(dfx) 


“n+m 


P,x(am + 1)-an)(afn + 2)-an)...... (an +m)-an) 


und 


a(n+mı-!) 


0 aa oa n+m-1 

la Ox ® EX ee BB 9 » © d X 
— P.,P 1% (0%). FRI tr But SIT 2 HF RIN= I) (d N ae +m=-1 
—— 1 . 2 .voo» n+m=1 ® ‘b . ® 


Ferner ist nach 625 


\aox". d'’ox'' Nor h RE IORE Pa 22 hy) a 
|d’ox" A d'’ox”' Lese nele reihe] ee Ra ee 


1 [ (n+m) 90-atn+m) (n+-m)y 1-a(n+m) (n+m) n+mea(n+ni) 
RR x FIN ‚B,-0x +D, .B 9x +. es +5 BOX 


— P \ o+m 
n+m 


Es ist folglich die Bildungsweise der Vorzahl A, 


n+n 


(ao-an)(aı-an)...(aln-1)— an)(aln+ı)-an)...(aln+m)-an) 


(n+m) i G-an (n+m) „i-an t(n+m) ntm-an 
241) A —x(-)"” D- .B,-Ox +: .B .9x En DE 0X m-A 
n — du 


oder wenn m =ı0, 4, 2, 3s-mc.mu.gesetzt wird 


79%) A Fr ®& Br £ B, ; px" + Br x B Ri dx" +. , +B. B, ; ox"” 
CR (ao-an)(ar-an)...... (am-ı)-an) 


BB" BI BE BB, xt 
(ao- an) (ar -au).... (am-1)-an)x (aln+i1)-an) 


De DE DB, Tr Di, Be 
(ao-an) (aı-an).... (aln-1) -an)x (aln+1)— an) (an +2)— an) 


+) 


En ® D . [) . r ® . L} ” 0 . . . . . . o . . D) 


Br hie 


500 


wo | 
EYE dal d/ dv 
793 Bi ee. 'F h |... mm —: 
2 . le dtx\ 2 ) en AR 
q q-ı q-2 1 1 AR q 


1 


ist, und BE”, B®,...... folgende Gesetze befolgen: 
0) (n+m) ___ (n+m=1) 
’94) Br (ü-am+m-1)).B 

Dar (1 ie an . m er 1)) i Dia en DRS: 


are — (2 -an a: m Ze 1)) 1 De “= | Ze 


(n+m) n+m=- 
Dan = 0 + Bfmnı 
und. 
795) BY. (ges am+m-n)). Br 
| (D+m=-2) 
+Hg-i-an +m 2). 
+ (q-2-aa+m-3).8.7 
£ (n+m=-g=-1) 
+ (g=-g-am+m- g-1)). Brei 
Da nun 


IIND TERRA DR ei tapdi 2ao 
so können nach den vorstehenden Gleichungen die übrigen Vorzahlen 


gefunden werden.‘ Die unabhängige Bildungsweise dieser Vorzahlen ist 


aber nach 628 und 629 
797) De — (: 0—-a0, 1=A1, 2ma2, ser yl4+Mm—1 -a(n+m-1)) 


und... ; 
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798) Ham — rl Ir « (q-0-a0)(qg-0-a1) 4002... (g-o-alm+m=1)) 


ıl=-ı i 


“ Zr » (g-AA-a0)(g-A1-a1) ssreren» (q-1-aln+m-1)) 


{ al-ı 
+ Ir » (g=-2-a0)(Q-2-1) sen er.. (G-2-aln+m-1)) 


sl-ı 


(-)' er - (qg-s-ao)(gq-s-a1) onsen.. (d-S-aln+m-1)) 


Ss 
1 
1} ® . U} ®. ® ® © ® ® } ® ® . . ® ® 
ql-ı 


(-)! 1 ER ersnnennereen. (O-am+M-1)) ) 


Rn 


Nach Vollendung dieser Geschäfte, welche in 792 angegeben sind, 
muss für x irgend eine beständige Grösse a gesetzt werden, die nach 


Willkuühr ansenommen werden kann. 
5 


Dieses ist die allgemeinste Entwickelung einer Function in eine 
Reihe nach den Potenzen einer anderen Function; sie ist neu, und um- 


fasst alles, was bisher über diesen Gegenstand bekannt ist. 
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B. Entwickelung von F(x +h) nach den ganzen Poten- 


zen von OxX 


———— 


‘. 216. 
Es sel 


799) , Eix+h) = A,+A,.(@x)' + A,.(qR)' + A, (px)? + 


Man sucht die Vorzahlen A ,A,A,, 


Bei dieser Reihe istao = 6,aı =ı, aa =2, ST 
also auch nach 794 und 795 
Ku LERNEN Ba REN wi EIN 
Dim Dis, Zen Were et 
und für jeden andern Werth von q, ausser für qg= n, ist 
En 
Se 
Es ıst daher 
| a’.,B (2... DeewäearıB 
x 800) A, = Dann en en ee by e ® ® eo 
wo | 
d d Bin d ; | d m ! 
SOHEBAIZE 2 lEle hy) = \F h 
et 1 se Ka Be 0 NEST RE So N ... u a+ , 
da dpa ‚mei dpa NR \ 2 f La, 


Dieselbe Bildungsweise. findet Wronski Seite 111 


Die vollständige Entwickelung von F (x+h) ist also 
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re oe 


800) Fon) = IE RB .n .B,.+ nn .B: 


TE 
olı 
1 


ılı 


er Dre eo BR N 
) 


| 5. 5, _ 
18 3 2 


olı 2 
1 


+ . 
veabr 
. Die Reihe 802 erhält eine andere Form, wenn die Glieder in der so eben 
gefundenen Entwickelung nach Ehe BES Dee seordnet werden, 
nämlich 


P(xsh) = (@x).(0n)° BONN | ON: | B, + een. 


A j 4 ° gl, ; STE 1 len h 49 ‚ 
+9)". | (EX): tQa)' 
FR le dal gut 
„(0X .(Qa)' 
1% £ 1 | 


en 


Die Vorzahl von B, ıst 


a a en yet _ BL = 4. (gx-00) 


und folglich, wenn p= 0, 1, 2...... gesetzt wird, 
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803) Fix+h)= m: (P%98) Een 
" - - (9x- 90)‘ Yon | reanh) ) 
ee le lan ) 
+ - . (9x-R)" Ar (et nl er h)), )), 


>le ® © © ® ( ı % ® , 


oder auch 


503, HH) Ren zul. Fla + h)) 


1 


„(F@+h)) 


4 2 


le) 


m» (0x - Pas &l, 


1 
Penn lPS, 9a). iz | 
rn 
Die Entwickelung 803 oder 804, welche den Eitterschid 
F(x +h) - F(a+h) 
durch Potenzen des Unterschiedes 
Ox-9@a 
angibt, ist nur eine afders Form von der Entwickelung 502, Heichet 


sich hier zuerst durch unser Verfahren herausgestellt hat. 


Die Gleichung 804 gibt die unabhänge Bildungsweise der Vorzahlen 
von den verschiedenen Potenzen von (Gx-Qa) an; die zurücklaufende Bil- 
dungsweise derselben erhalten wir aus der Gleichung 254, wenn wir- 


1 ’ - I : 
Alfons 7 setzen; nach dieser Gleichung ist, wenn 


505 
805) F(x+h) - Farh) = A,.(0x-0a)' 
| + A,.(9x- 9a)’ 
+ A,.(0x-0@a)’ 


’ => © + C ® ® 
gesetzt wird, 


ı d'’F(a+h | 
806) er in A, .C(n,1)+A,.C0(m,2)+A,.C(n,3) #...#A,.C(n,n) 


| d'@a d’9a d’pa 
1‘! da: 9 12tda: b) dar Je reden 
\. 218. 


In dieser ganzen Untersuchung ist x willkührlich, Wird für x der- 


jenige Werth genommen, der 9x==o macht, so ist 


807) Fix + = A, + A.lo8)! # Al) Henn 
wo aber 
Ye did «led B ER 
809) A,— (lee ne Falle + h) RR a 


und nach dem Differentiiren derjenige Werth von x in den Vorzahlen 
A,,A, , A,,:... gesetzt werden. muss, der bewirkt, .dass 9x==o 
Diese Bildungsweise, welche 808 bemerkbar macht, ist diejenige, 
welche Paoli angibt. Bürmann hat zuerst folgende bekannt gemacht: 
809) a 
wo x=a und g=o0 
und Wronski Seite 26 und 27 folgende: 


(dox°.diex.d’extacnn.n. dx". dx + h)) 


810) Are 


wo x=a und oa=o 


64 
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Die letztere 810 folgt unmittelbar aus der Gleichung 791, und die 
erstere 809 entsteht, wenn 808 mit 321 ‚verbunden wird. 


Die Gleichung 810 bleibt wahr, wenn auch der Factor Er unter- 


drückt wird, und es ist 


lagx.agx 0.22.22 das. AT +) 


n 4. } en £ a RE RN. den CHI ar ‚+ m 


811) Az 


Viele der Producte, welche durch (diese Zeichen vorgestellt werden, 


verschwinden; es ist nämlich 
lag. dx... 2X .dF&4+h)= 
= 2, ]aigx'.... ara ort... digx"). d EX + h) 
0 ne 
und 
ge gend ) = 


| DB=-u=- nN-4g=- ] - 
—2 laax. en). Nox | & la: or d’ox"') 
wo die Stellenzahlen von £x, nämlich ı, 2, 3,...,n-ı den Gesetzen 
der geordneten Verbindungen zu n-q-1 und zu q Elementen ohne Wie- 


derholungen unterworfen sınd. 


Wird nun nach 267 das Differential d’jx" in Potenzen von 9x und 
in Differentiale d'’gx, d’ox,.... aufgelöst, und @x==0 gesetzt, so ver- 
schwindet d’@x” nicht, wenn s=p oder s>p, verschwindet aber, wenn 


s<p. Von allen den Producten, welche in 

|d‘gx' o d’tx’. “ooe.o dgoxen.) 
begriffen sind, bleibt also nur das erste Product, die übrigen Producte 
verschwinden, weil wenigstens ein Factor d’gx’ in ihnen vorkommt, wo 


s<p ist, und der durch sein Verschwinden auch das ganze Product zer- 


nichtet. Zugleich ist für x =0 
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Boxster dox) 
mithin 
\a’ox:. d’ox’ oa» digg.) same neh re s...o. EERE Ar ge ea 
Die Gleichung 810 verliert hiedurch viele unnütze Producte, und die 


Producte, welche bleiben, viele unnütze Factoren; die Bildungsweise 810 


wird dadurch einfacher, und geht ın folgende über: 


e t-q+i 1-qg n=qg+2 neg+1 n n=1 n=(g 
19) A= plasma... 29x ).d "Eh) 
N MORAOR) 


N u 
.oder 
d'F(x + h) 
1". (dox)" 


la’gx°).@"Fx+h) 
matt nlı dox)Niz: 


813) A 


„la (ERE. d'’ox" ih. d’’F(x+ h) 
{> alus en 1 doR nn 2 


la"*0x"°. d 0x" .d’o x), d"’F(x+h) 


N yerzlı just, en (des) aD 


etl.ckee - . 
ie la:4x'.d’ox....... d’9x]. d’Fx-+h) 
a a Te ae 
E19, 


Auch nach diesen Geschäften bleiben noch mehrere unnütze Pro- 
ducte und auch noch unnütze Factoren ın den Producten zurück. Um 
die Bildungsweise von allem Ueberflüssigen zu befreien, schlagen wir fol- 


genden Weg ein. Es ist nach 220 für x = 0 
64 * 


\ 
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.d Inn ie | Un, n-p) 
d'ox- d’@x d’ox | 
Gr 9 g.ı ’ Free.) 


Setzen wir nun 


9x)" _ Ca, n-p) _ em 


814) - Burn U 
an (dOX). "Ca,n) = 
so wird 
| | _. @’F(x+h) 
ee 2) 


d’'F(x+h 
2 range | | 
d’” F(x +h) | 
dor) 
z ae |oxr.cor.cn,) 
ei. 
a d’ F(x+h) 
1". (dox)' 


ste GR. er ) 


n=2 


er ee c® ) 


Da nun in C(n,n-p) die erstere Zahl n nie kleiner als n-p werden 


kann, so verschwindet G}”, wenn k grösser als s ist. In allen diesen 


Producten verschwinden also alle Factoren, deren obere Stellenzahlen 


kleiner als die unteren sind, mithin entstehen hier nach $. 155 diejenigen 


Producte, deren obere und untere Stellenzahlen den Gesetzen der geord- 


neten Verbindungen ohne Wiederholungen unterworfen sind. 
wir also 
KEXx+b), d"Exsh) ga, IT&Hh) gu 
ı (doxY (dos gurılı , (dox)""* or quralı . (dox)"”* ‘ 
% e_ = 2 DL: 
.(dpx)" 


816) A, — 


509 


so ist, weil C” — 


„ Bensn, (m) 
517). 0,7 = 
A (n) (n) (n=1) 
©: — GH; >« Or ® . 5 


SG” — _ (u ei Bi u ar 2 5 Da Din 


RR 
ee ee 2 LE 
Be ET ICH OE | 
“ 0% lie ji es Use ak 


n=3 n=-3 ° 


und allgemein 


818) G” = - C(’n,(n-1,n—2,n-3, 2220200. 5, D-P+1),’n-p), 
+ CÜn,(n-1, 22, n-3, s.—.o.o....e. „n-p+1),' 'n-p), 
— COn,(n-1,n-2,n-3, 2.2222... D-P+1),n-p), 
5 ® o ® ® = 5 [) e o ® ® o ) 2 ® 


(9? CCn,(a-1, n-2, 0-3, 2.......  B-PAN®,n-p); 


Diese Bildungsweise in 816, 817, 818 ist von den unnützen Pro- 
ducten und Factoren ganz befreiet, welche sich in jener, die Wronski 
gefunden hat, nämlich in 810, 811, 812, 813 befinden. 


Es ist oft nützlich, durch eine zurücklaufende Bildungsweise die Grössen 


(n) (n) 


”», &%”,.... zu bestimmen; diese ist nach 509 folgende: 


IND: Sr CH, =0 
(n) (n) (n=1) (ny rt 
©; + S° ® GE te GR Beer OÖ 
an) (n) mn-2) (0) (n=1) wr LT 
®\ + G; Ger + &‘ vor, fe Er Fun oO 
und allgemein | 
820) & + ©." + N." + OH = 0 


oder auch 
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21) ©” + Go : 
RR EL ETUNG [„, = 0 | | 


— 0 


n=-3 


(an) (Ne) ( (N=2) (n) (nd 
G” + GN. Cr + G7?,00, + C 
® ® ® U) o ® ® ® ® Er « e ® ® ® ® ® 


und allgemein 


(n) (ü=1) (u) (Ne2) (u) E (n-p+1) In) (0 Er 
822) ©, + 6, ® 03 + Gi a 4 ve...“ + ®; ® Be + Oi — 0 


denn nach 509 sind die Gleichungen 820 und 822 immer mit einander 


verbunden. 
Setzen wir nach 814 
ne Sp 
so nehmen die Gleichungen 820 und 822 folgende Gestalt an: 
823) Ca, n-p) + Ö7.C(n-1,n-p). (dex)' +02 8 door —o 


und 
824) Ca, n-p)+ Gt”, Cn,n -P+H) + 8". C(n,n-p+2)+..+C”,C(n,n) en 


ılı 2 alı ? alı y 
1 1 1 / 


| Ex a2 dr ' 


Diese Gleichungen geben die zurücklaufende Bildungsweise der Grös- 


(n) (n) 


‚> ©, ,.... an; wir können sie benutzen, um eine zurücklau- 
fende Bildungsweise der Vorzahlen A, A, SA 


sen 


32 "0... aufzustellen. 
Seizen wir nämlich in der Gleichung 816 


und vervielfachen diese n Gleichuı gen nach ihrer F olge mit 


Cin.n), Ce, n-1), C(n,n2e),.,... i ga 1) 


und zählen alle diese Gleichungen zusammen, so entsteht die Gleichuns 
5 
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825) Pu —A,.C(n,n)+A,., -C(mn-1)+......+A,.C(n,1) 


l > al 2 aure 0-28 
gt 1 1 


(® d’ox d’ox | 
für Ox aD 
welche die zurücklaufende Bildungsweise der Vorzahlen A ,A,, A,,...- 
angıbt. 


Dieselbe zurücklaufende Bildungsweise ergibt sich aus &06, wenn 


Ox=0o gesetzt wird. 


C. Entwickelung von Fy = F(fx) nach den ganzen. 
| Potenzen von ®x | 


m 


900. 


Es sei y=fx und z=gx; man entwickele Fy nach den, Po- 
tenzen von z, oder man suche die Vorzahlen der Reihe 
826) Fy-Fb= (9x -9a)'.B, + (0x -@a)’.B, + (0x-qa)'.B, +..... Ü 


wi 


Diese Reihe lässt sich leicht auf 804 zurückbringen, wenn h=o und 


a 


% 


ei. ee 


gesetzt wird; es ist a 
Fy=Ehb = Ex rar (1x0 (1) a 
: dgal 
d 2 
a).(-——ı Ra 
al . (4x - q IE I i 
Si RL. 
mithin B = —_ Be FT a 
h ur ieant. 
| Nehmen wir nun unsere Gleichung 254 zu Hülfe, setzen in ihr 
VBA, vv tanzen ‚„ und zugleich 
dga 
ar == > ‚Fb > deb | 
dfa dh dh? P73 


so erhalten wir folgende Bildungsweise der Vorzahlen : 


d’Fb 
an DB, = 2,2. da, pP). Zr 
J Eh dEb d'Fl 
—S C(n, 1), db: ‚db 1 er Ci, 2) 2 27. db? + + Cin,n) 1 9. Se 
1 daR hart Lu ee 
ER a 2 y SSL 1 2 A Tr A 
e ılı an E ; De Er) » ; 


Diese Entwickelung ist ganz allgemein, gilt also auch, wenn Qa = o 
ist, und ist verschieden von den bis jetzt bekannten. 


‚Für den Fall, wenn 9a = o, gibt Wronski Seite 121 folgende 


Vorschrift: 
8289) B= Bu en, 2 
Boscy, ie KLARE 1 .dy RAly 
wo 
29) H= Cu, n-p) 
(dex)" 


Ri | d’ox"" . C(n-1 ,n-p) 
ala N (dgx)”" 


+ ax" .d'gx") . Co-2 ,n-p) 
gli. en 


_ la gx”. Ad: ER, Chic Er ). C(n-3;, n-p) 
yılı ae m 


= ® ® ° [) em, 


Me d’0x"'). C(a-p ,n-p) 
(-) eu (de 


| d'y d’y i 


er ade 
‘wenn nach dem Differentüiren derjenige Werth für x gesetzt wird, welcher 


‚0x = o macht. 
65 
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Diese Vorschrift entsteht nämlich aus 813, wenn h=o, Fy statt Fx, 
und nach. 266 | 


‚d’Fy d’Fy d”"'Fy 


d’Fy 
Tg“ ee Tatı ge . Cm 9 m) + a y C(m,m-1) +... + REN — C(m,0) 
d'y d’y | 
a dx' : FE dx’ ER a FE SR N, 


gesetzt wird. Die Reihe, welche nach dieser Vorschrift gebildet wird, ist 


830) Fy=B, + B,.(@9) + B.(@9) + Bl’ +. 2.20. 


m. 


Es sei y=fx und z=x,@x; man entwickele Fy nach den 
Potenzen von z. | 


Man erhält aus dem Obigen folgende Entwickelung: 
3) Fr=Eiy— Ir@e|., ı 


1 x° ° dx 
RULOR % =) 
EEE =: (@ BET 
x’. (Ex) | d’ Es dFy 
a. [9 x en 
+ oo. N 
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D. Entwickelung von F(x+h) nach den Potenzen 
P 
von (9x): 


Bu 
Die Reihe, deren Vorzahlen gesucht werden, ist 
53)  TPa+h)-Kath)= A,.(oxi-gad) 
| IN. ; (Ox%-9a3)’ 


A. (9x4-Q9a3)' 
+ 


In der Gleichung 804 setzen wir (ox)a statt 9x, und 
m (@x)a" . dox statt dpx 
C 


Die Vorzahl A, ıst nach diesem 


re fe a ). ei; 1» don —) Fa + h) 


und also nach 466 


) ET 2 (dd 
33) A — (4) | F..(@a)"s. a) F(a+h) 


} 
| PERS 
+, Ka) (a6 Eat 1) 
| 5 Med N 
= E ‚ (@a) q (2) Fa +.h) 
At 
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wo die Factoren F,,, F,.,-.. nach der Vorschrift 467 gebildet 


werden: 
l-ı 
3 1 ale 14 5° 
834) Na Au sla ° 5 1° olı 
1 2 1 
P- surs 


u 
C-. Tr 


oder (468) nach folgender Vorschrift: 


i nlı 
1 
835) D — or he Un, s) 
g a 
zen, 1? 5 
it 9 28 N older: 


Wronski findet Seite 447 für den Fall, wenn p=ı und o9x=ı+kx, 
auf einem von unserem ganz verschiedenen Wege, eine Bildungsweise, _ 
die mit unserer zweiten 835 übereinstimmt, ohne dass das allgemeine 


Gesetz derselben angegeben ist. 
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E. Entwickelung von F(x+h) nach den Potenzen von 
| lg : (1+bx) 


5.298. 
Es seı 
836) F’x +h)-Fa+h)= Al. (lg: (ı + bx)-1g: (1 u b.a))' 
+A,. (g: + b)-1g:ı + b.a))' 
+A,. (Ig:( + bx)-Ig:(1 + b.a)| ; 
a 
Diese Reihe ist ein besonderer Fall von 804, wo 


% b.dx 1 i+ bx 
x—le:{1,+ hbx)>, al ee DEE — ı —— 
q g:( x) also Apx Bde > dor h.dx 


Die Bildungsweise der Vorzahlen ist 
a: +. —) ra ) 
da 


eye b 


oder nach 471, wenn u = m +aund Y=F(a + h) gesetzt wird 


837 Be RA on (t, .\ CFüa+ bh) 
) er | ra) 
| st tr d. h 
2 lleles ae I=+ a) 1 os 1) 


9 |(n-3) 3. KR N d’F(a + h) 
+ [17,23] (ei a) Ta 


sh 


+[1,2,3,...,n]". | 


1 " d’F(a + h) 
Bin a) . SERP ICH TTTE 


Die Vorzahlen können auch wie in 470 angegeben werden. Wronskı 


findet Seite 449 ein anderes Gesetz. 
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F. Entwickelung von F(x + h) nach den Potenzen von 

(Arc. : t&.=b + x) . 
j. 22. 
Es sei | | Hg 
838) Fix+h)-Fia+h)= A. [Arc.(tg=b+c.x)-Arc.(te=b+c.a)) \ 

+A.. Arc. (ig=b+c.x)-Arc.(g=b+c.a)] ‚ 
+ A,. larc.(@=b+c.2)_ Are (ie=b+e.a)] 2 
ar | 


Auch dieser specielle.Fall von 804 verdient besonders gewürdigt zu 


werden. Es ist 


px = Arc:(tg eu cx) und : 3 0 uBs See 
| dox ce. dx 
Die Bildungsweise der Vorzahlen geben nach 804 folgende Zeichen an: 
839) = — : la + + 0.0) g "Fa + h) 
Be J .c se 
2 a C ( - ) da 


Wählt man aber die zurücklaufende Bildungsweise 806 


d’Fla+ h)je » 


840) ge A,.C(n,1) +4A,.C(n,2) #...+ A .Cin,n) 


PR da" ? ya da? 2 
so müssen die Elemente, aus welchen die Verbindungen C(n, ı) , GERZEI.SA 
gemacht werden sollen, nach den früher aufgefundenen Gesetzen gebildet 


werden, nämlich nach der Vorschrift 415 


841) 


r RER NT 
17. ara 


d"*'ga Ya anti | jr 1 re 
m+i 


Mr (m-1)'""" 


+ (-) au 


m. (m-2)° 
—— 


+(-) 


a 3 a, (M-3)° 7 


gt 


«h 


oder auch nach 416 


842) 


u 


2" ‚(b+ca)” „(i+(b+ca)’)""": 
2 (b+ca)""°.(1+(b+ca)’)”” 
Be. (b+ca)""*,(1+(b+ca)”)"”* 


SE (b+ca)""*. (1+(b+ca)?)""*? 


le 


(m+1)" 


ZN (Eichen) >)" — or ( =)” Fer .(b + ca)” 
n= 21-1 
+ (-)""" an no x abb-.Ca)y, 
ya -)"" at Dre i (bb ca)“ 
+ 


' Bei Wronski Seite 461 findet man eine unabhängige Bildungsweise 


der Vorzahlen A, A, : 


A 
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G. Entwickelung der Function F(x +h) nach den Potenzen von 
(x-a), von h und von x; ferner Entwickelung der Function 


F(x,+h,x,+h, x, +h,) nach den Potenzen von Dh... 


1. 295. 
Wir heben diesen sehr speciellen Fall besonders heraus, theils wegen 
seiner grossen Anwendung, theils deswegen, weil er gewöhnlich als 
Grundlage der Differentialrechnung gewählt, und also auch in geschicht- 


licher Hinsicht merkwürdig ist. 


Unmittelbar aus 804 folgt, dass 


"E 
843) Fx+b)- Farb) = (x-a). a 
ra. 
1. la, 
3 d’ F(a+h) 
+ (x-a). le 


+ DO « ® ® ® ® @ 


Diese ist die allgemeinste und bequemste Form; andere Formen er- 
hält man leicht, je nachdem man x, a, oder h verschwinden lässt. 
Nimmt man z. B. a=0, so wird 


d' Fh 2 dh 


S44) F =—;R [u ; RT ev oo 9 
) (x+h) Fh + x 1", dh! 3r x 4! dh? 10 


oder wenn man h und x vertauscht 


d'’Fx als: 
SAL SE Taae P > h ® alı 7259 >} sa v0 0 
{Hr A® 1:7 AR 


845) Fix+h)=Fx + h’. 


oder wird h= o angenommen 


E& e j d' Fa >. .d’Ra 
846) Fx -Fa m Ge) . et + Ei a) » jelerda? er 
und 
nr ‚ dE&k=o) Re) 
847) Fx m F(e) + X. BROT 5 Yen X . era Fu or. 
226. 


Oft hat man bei der Entwickelung in Reihen sich nach der Natur 
‘ der gegebenen Functionen zu richten. Ist z. B. (fy)" = (fox)" in eine 


Reihe nach den Potenzen von x zu entwickeln, und ist 


848) Eye NERV A oe EAN er leer 


und 


 y-x—= B..x" + Pam u BR se Ber a, 
so werde fy zuerst auf Akne Potenz erhoben 
a ey ey ya Ey eyre ein. 
und dann die Reihe y auf die verschiedenen Potenzen na, na+tib,..... 


nach der Vorschrift 


na+pb na+pb (na+pbıh (na+pbyh+2k 


iz 


fı x na+pb 


na+pb£ (na+pb)h+rık 
A . we tn 


=Yy HR) u 
BeHS entstehen hiedurch folgende Producte: 
SEO) eh. (Ey RE 
r (Fy)”fe (yrtfı x warbih + yrtbfa : ymatbihtık a VaLT 2 yinatbih+2k a 6) 


x u 2 2b)h na+2bg a+2bıl 2bg, «na+2b)h+2k 
% DREN Ar Te are y arabEoE St Due ne be,x na+2b)h+ LE) 


+ ° . . . . . . ” . ® ® . . . ® ° . ® L} ° L} “ 


Je nachdem nun die Grössen a,b, h, k beschaffen sind, werden 
diese Producte sich entweder zu einer allgemeinen Reihe oder in mehrere 
Reihen gruppiren lassen. Es sind hier vorzüglich drei Fälle zu be- 


achten: 


66 
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Erstens isth=0, oder ist 


850) Ey Ana Ay Al yes. 


und 
ve Bea Der 4 Dos ae 
so ist 
a a N ea 
wo | 
Eee leylpr) + MT) He 


Zweitens istk=h.b, oder ist 


851) De A a A, 
und 
| wi bern B, garen U Re Ser ; : 
so ıst | 
(fy)" = RE Se: Bea 


wo 
G= mu" HMM Ep-)+ MB YTEPR-2%) + - 
en ne 


Drittens stk=-h.b, oder ist 


852) I — MA, sy yo Ay 


und 


DE a ee Ne 


ven Be.34 4 Bus ree BB yo P% 

so ist / 
(Ey)2. = ai ex a Re 
Fe 5 BR Sand | a 


oe 


wo 


H, = (ty hi. y" pr) + MR. y eprr) + Ey EpH)r. 


I. 


mu 
— 


4.02, =, . oe... gesetzt werden 


wor 0, 1,2, 3 a undenucn 
muss, und: zu berücksichtigen ist, dass y’Fo), y'E(-1),....= 0. 


Beide Reihen, wovon die eine nach den steigenden und die andere 


nach den fallenden Potenzen -von x fortgeht, bilden nur eine einzige 
2ersıst, 


Reihe, die weder Anfang noch Ende hat, und deren Mittelglied A x 


Soll eine Function f(x, , X,,...».+.; x,) von mehreren Grundgrössen 

X) X. ++, X, in eine Reihe nach den Potenzen der Zunahmenh ‚,h ,,...,h, 

dieser Grundgrössen entwickelt werden, so ist das Verfahren folgendes: 
Dr eu, 5) 


ix, +h, 2...) — 
h: f 
NE f(x, Kar X,) 


nr gl dx' 
h’ dr 
n Re 02, ix.» X, ER x 


+ 
er dx! 


E= ® ® ® 
so geht f(x, , X,,...;X,) über in 


Nimmt x, um h, zu, 
KR en) 


X, sah, X .,....%,:) 
i 
a) 


TE 


“ ılı 1 
dx: 


Pissh: di + ge 
am Eine: FT MEHR HR X) 


und es wird 


66* | 
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Ierh x 3b, RA NR ,x,, 


hieid: 


ee 
19 VAR, 


L 
Er 


u 


HS ER) 5 


@ — 


dx' 


S Teer 


4 


h’;h:! ad 


oo 


gi dxidei 


f(x, ey X.) tr 


i 


2 


ılı 
1 


Man erhält allgemein folgende Reihe: 


893) fx, rh,x,+h,....,%x,+h,) = 


ee 
run 


A 


wo 


S54) A 


Soll f(x, , x,,...,%,) nach den Potenzen der Grundgrössen x ‚x 


0,0,0; » ee. 


u 1,02,n3,. 


„He+A 


+ A 


2,0,05 ® 


3;1,0,°® © 


+ 0,01, ® ur h; + ‚130515 
-“ ® e [) ® ® + | 
FR 0,151, 
+ N 


7 
..,‚am uman 


1 


nılı 
} 


(ee ineenar . o eo» . . 


n2lı 
® 


1 


dx 


L 
x fx, e.°) x) 


h, R Er fx 
dx! 


al 
1 1 


IELK, X,, xX,5 A) x) 


4-34 es eo 98 ar: ® de dx. dx: ...e.....0 dx" 


a 


BELTTI SCH 


entwickelt werden, so wird in vorstehender Entwickeluux =x, —=.... 
1 2 R 


=x,=o und x,x,,...,xX, statt bauch, .ch...Hesetzt. 


5235 


- 


Ist VOR Ren) 


Ye Se GR, Raser ee) 


und soll f{y, , Y, >» Y,> +...) in eine Reike nach den Potenzen von x, , x, 


.... entwickelt werden, so kommen hiebei jene Wahrheiten in Anwendung» 


welche in den $%. 76, 77, 78, und 90 gefunden sind. 
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mw 


. BE ni 5 . s \ 
H. Wenn die Hauptfunction noch von einer anderen 


Function begleitet wird. 


a) Im Allgemeinen. 7 
1.2008) 
Es seı 
895) Ex + = A .(@x -0a)'.E”x 


+ A .(0x- ga)‘. Ex 
+ A,.(9x- ga)’. Ex 
| er | 
Die Reihe wird Te nach jedem Differentiiren durch dgx ge- 


messen, und dann x=a gesetzt. Durch diese Geschäfte entstehen , weil 


für x=a 


| d | (N) ac 1 d Da 
EN a Se 0 ne (2 ; 
folgende Gleichungen: | i 
856 (2) Para. (2) f" 

) | a) 


a u 2z 
1/94 d 1: ad 

_n a Be (0) RER 1) +A f{?2’q 
lan ) Fa+h)= A, la je f ara, 2 } "a 2 a) - 


und allgemein, 


rary=A,n are g ) Dra+d,. | 2 ) hard las & 2) f>a 


1 


Er el da \dga dga 
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welche die zurücklaufende Bildungsweise der Vorzahlen A, , A,,.... an- 


geben, und die auch schon Bürmann Seite 39. $. 9 gefunden hat. 


Die unabhängige Bildungsweise kann, wie es in $}. 137 und 138 ge- 


zeigt ist, aus Aieder zurücklaufenden hergeleitet werden. 


b) Im B esonderen. 


4 9. 
Ks sel 
BD Farb) AHA, (ex-en) 
b +ox 
er IA: (0x - Qua) 
* (b, + gx)(b, + ox) : 
Na 2 KOREA ne 
ech 3 0%) (b, + @x)(b, + 0x) 
| + 
In diesem.Falle ist 
/ 1 


ER FE | 
i (b, + @x)(b, + 9X)... . . (b, + @x) 


und wenn wegen der Kürze 


® 1 | ee (n) 
898) brangs = c wd [e,0,..,6]" = [pl 


P 


gesetzt wird, nach 449 


Pr, 2) fra — (=)70,.C,....0,.[p]r 


Die zurücklaufende Bildungsweise der Vorzahlen der vorgegebenen 


Reihe ist also nach 855 
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859) u (7) a + = EL N 
- Re „[n=1] reg. cH. cc 
A. . [n-2]”. = C, k c, Aber CHEB 
reis), sa 


JA..b]"®.e, 


Aus dieser zurücklaufenden erhalten wir die unabhängige Bildungs- 
weise, wenn wir n=1,2,3,...,ıa setzen, die Gleichungen, welche 


dadurch entstehen, nach ihrer Folge mit 


» (n in I e (n - LE, @- 105 2 (n- 1)” h 


vervielfachen, alle diese Gleichungen zusammenzählen, und nach unserer 


Analysis Seite 256 N. 413 
(n- 1)". [qq -m- "Tg" +..-... (-=(n-1}.g]° 2. = 0 
setzen. Hiedurch entsteht die Gleichung \ 
1 RL ER > 
C,+0,.C, ’ N u) ® = F(a+h) +. ei .(n-1) (2 seh F(a + h) 


oder, weil 


- 


%. EN 1 4 EN (b, + 9a er DR 8 Da) 
(n 1) u - 32° es» 5) — a RA DABEI sea. BETT 
’ b, im fa ben ar pa, (b, + Ca) else enele Rn, + Ca) 


st, die Gleichung. 


860) A" = (b, + da) | (b, 1% ga,. y a, ai: Fa)". Pr Fa+h) 
Da 


+ (b, + 9a,...,b,, +9)”. =: () Fa+h) 


-h 


#4 ab, a ga. (a) Fe) 
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Diese Bildungsweise kann in einen besondern Algorithmus umgestaltet 


werden. Es seı nämlich 


861) Se. Er Ben) m) 
und 
562) v""'f(m) = v’f(m-1) + (b, + ga). v"f(m) 

Setzen wir nunn=0,1,2, 3,..., so erhalten wir 

vim = f(m-1) + (b, + 9a). fm 

vfm = v'f{m-1) + (b, + 9a).v'fm 

m K) +|b, + @al.f(m-1) + (b, + @a) (b, + Qa).fm 
b, + 9a 


v’fm = v’f(m-1) + (b, + Ga) . v’fm 
ee f{m-3) +|[.b + @Qal. f(m-2) + |(b, + 9a) (b, + Qa)|. f(m-1) 
b,+9a (b,+ga) (b, + 9a) 
b,+9ga (b, + 9a) (b, + @a) 
+ (b + 9@a)(b, +qGa)(b, + Ga). fm 


“ u.5. w., und nehmen wir zugleich m = 2, 3, 4,.... an, so erhalten wir 


dieselben Producte, welche aus 859 für A, , A,,.... entspringen; es ist 
also 


863) | A,=(b, + 9). lu 


und die vorgegebene Reihe selbst 


864) Fixth)=Flath)+ ni (b.+9a).v’fl) 
(£x-2a)’ 


UT ET 


4 (9x-09) 
(b,+9x) (b,+9x) b,+9x) 


=} 


.(b, + Ga). v’f(3) 
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j. 230. 
Wronski hat Seite 496 eine speciellere Reihe, wo 9x =x, unter- 
sucht; er findet für diesen Fall Seite 498 No. 481, aber durch ein von 


dem unsrigen ganz verschiedenes Verfahren, die Gleichung 859 und Seite 502, 


503, 504 die Gleichungen 862 und 863, wenn in ihnen x = gesetzt wird. 


Ist nicht allein O8 ==x, ‚sondern auch (brzah er, vor tbeoder ist. 
8 EFix+h)—=A +A..(r) ‘a. +.) . 
2 Brig a) Mi en =tlz.ch & 
so finden folgende Bildungsweisen statt: 
866) (b.+ a)". en BEN 
| | qua .da" Br vege A z 
eh ER 
1 
1-4 
ESCHEn b A;-, 
1 


na) 


m) yrıla „Ar 

und | 

Fa EeN 1 
867) N re pi [G 2% jr an 
oder | 

| H% A 

S68 Am a=ye“ ne dEa+ kb) 

2 Ra (b 2) A, da" 


a9" st 2 TE t) 


He er: .(b 4 ae dt F(a 2 h) 
dan da”: 


>} ° ’ ® % “.- ) 


„a .b % a): d'F(a ir h) . 


An rue 
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Die letztere Bildungsweise 868 findet auch Wronski Seite 466 


EHE 
Ist die Haupifunction @x = x und sind die begleitenden Functionen 
Bir an, Ki RE Br: PX dx)?" , 
oder ist die Reihe für F(x + h) TR 
869) Ex +hb) = A, + A,.(&- a). ix)” 
+ A,.(x-a)’. (Ix)’” 
+ A,.(x-a)'. (fx) 


ie . a ® . Pr) 


so findet nach 847 folgende zurücklaufende Bildungsweise statt: ; 
70) Fa+h) =A, 
% d’F(fa+h) _ 24 
a 
d’Fia+h wdtTar A 
= A, A = + A,.(fa) 
ar + h) Re ER A d’(fa)'” .. (fa) 
Ch 1 da 1, da‘ 
ee + h) d“"’(fa)” tar a 
ne EN Da NR SE an f 
nlı ‚„da" 4 1 zarl da”: + an Are FELL .da Br Mr A, .( ni 


Aus dieser erhält man, wenn man diese en von der zweiten 


an nach ihrer Folge mit 


Hann Wlartajiz d°’(da)”" 


Ber WER a > AT oT SR Ta PT 
ir AS ia 1 4" a 2 2 olı ‚da? 


vervielfacht, die unabhängige Bildungsweise 


EN IREE nn 
871) = (® rn 


06 
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Die Reihe selbst ist nach diesem 
872) Fx+h)= F(a+h) 
a 


d’ at Ran 

£ 2 N a ee 

* bee da’ ( °) . da 
(x-a)’. (Ix)"” d' su scdhta-+'h) 
+ Pe 2 da! (fa) 4 da 


(x-a)?. (Ix)°” d G La dF(a + h) 
ET re 0 da IR 
> ® 


1 ; 
oderzist x. er 2 50 st 


x 
8973) Fk+bh)= Fa+-h) 


et en (an =) 


1 (Ix)"] da’ d 
1 Rea\ ad: \.m dF(a + h) 
Eon 
+ 
je 232. 


‘In dem besonderen Falle, wenn 
Fx = (ii). yx: 


ist kur 0, und a 0 


:S7A)7 3. Ener = el 


Kal car 102715 


“ 


+ ° ® ® ® ® . . 


538 
Ist 


ER BER REN on. 


und 
— 1 2 
Pe GE A A der 


so finden wir vermittelst der Gleichung 48 Seite 66 unserer Analysis fol- 


gende Entwickelung: 


875) (a a. Kr a er Dee xbox Hr...) 
(P.O'H Bi 
n 0: 
x 


i B> n+3.,mı\ £ 
ee 


n + 1.m 


n-+ 2.m 


a 
Be 


ae ee ee 
wo P=n.b + (n + 1,m).b,.x + (mn +2.m).b..x’+...... 
und 
Oral Re rahsu kr 
Wir überlassen dem Leser die Herleitung dieser Reihe. 
Ist 
P=ı und Q=arHrkx 


so ergibt sich aus beiden die Entwickelung des Binomiums, dessen wir 


Seite 31 erwähnten. 
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co) Wenn die Hauptfunctionen verschieden-.sind. 
et 

Es sei 

876) Ex HER tx 
| EARR.R-) 

+ A,:1”x. (91x - 9a) (px - 92°) 

+ A,.f”x. (px 2a) (x - ga) (Pix - 90) 
A, WI H Aıbx TAX le 


Da für x=a und für qg<n auch immer 


| A'y,x 
RE a 


so führt ein mehrmaliges Differentiiren dieser Reihe zu der zurücklaufen- 


den Bildungsweise der Vorzahlen 


N TERN, N SO ee 
da" dar urardar | ar dR 


welche auch Bürmann Seite 37, $. 7 findet. 
Diese zurücklaufende Bildungsweise findet ohne weitere Abänderung 
auch statt bei der Reihe | 
875) F(ix+h) = Au 
+ A, .Lx :(9'x-0@a) 
+ A,.f”’x.(9"x-@Q"a) (0”x-0Q°"a) 
+ A,.T”x.(@'x-0’)(O"R-Q"a)(p"x-9°a) 
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VI. Entwickelung einer Function nach den Potenzen einer 
anderen Function, wenn die Elemente beider Functionen 


durch. eine Gleichung gegeben sind. 


” 


A. Untersuchung über Gleichungen. 


———— 


6.234, 
Wir fangen diese Untersuchung mit einer Aufgabe aus der Theorie 
der Gleichungen an, welche wir, weil sie nirgends so vollständig ge- 


löst ist, als unser Zweck es verlangt, als Vorbereitung zum Folgenden 


hier aufnehmen müssen. 
Die Aufgabe ist folgende: Es sei“ 
879) N an ee VE NE 


a+m 


Man entwickele x"*" nach den Potenzen von x?, x',x’,...,x" 


4 


oder man bilde die Vorzahlen der Gleichung 
880) ER N RE VE en a Er Te 


o vom mten Grade an 


Wir nehmen eine Gleichung 


851) DE BIE BER a Dex Be. 
vervielfachen diese mit der vorgebenen 879 
DAB, ARD AB A EB ir AB x 
A,B, AB Ay Ba 
Ab? 


i 


Dieses Product wird mit 
orig + Er. + Bin oo 
identisch sein, wenn 


gar) iA eh 


I er A, B. ur A, Di® | 
Il A, B, + Ar Ber + A, Bis 


und wenn 


BES 


As B, 
A,B/{ + A, B 
EZB + AcBer AB 


= 
I 


o 


ERRERRN BETH B INH FABEL AR 


n=-1ı o n-1 


Die Gleichungen 882 geben die zurücklaufende Bildungsweise der 


_ 


Grössen B,, B,_,,..+. an; die unabhängige ist 


“m? 
1 
B, — 23 
RAN, 
A 
Br 
Au A N 
BD. '—_+ A& IF A} 
B ss, BE we ar ‚A, 2 ir x 2 A, 1 An, A Ar 
m=3 A} Ar A) 


und allgemein 


93% 
85#) B,= - A; .C(o.n-m+p,0) 
+ A, min). 
— A, .0(2.n-m+p;2) : 
ER nt 


TAI. C((m-plln-1),m-p) 
A A A) 


Nach 882 und 554 werden die Grössen B_, bessessaus den Vor- 
zahlen A, A,,. ... der vorgegebenen Gleichung 879, und aus diesen 
Grössen die Vorzahlen E,, E,...... nach der Vorschrift 885 ge- 
bildet. Die Gleichungen 882, 883, 884 lösen also die vorgelegte Auf- 
gabe. 


Werden die Grössen B,, B,,..:-», deren Bildungsweise 884 angibt, 
in 883 eingeführt, so entsteht diejenige Gleichung, welche Hauber in 
den Comb. Samml. 2 Bd. Seite 235 zuerst auf einem Wege gefunden 
hat, der sehr verschieden von demjenigen ist, den wir hier eingeschla- 


gen haben. 


{. 235. 
Nachdem wir das über diesen Gegenstand Bekannte vorangeschickt, 


gehen wir zu demjenigen über, was wir selbst gefunden haben. 


Für unseren Zweck ist es nützlich, die vielen Producte, aus welchen 
die Vorzahlen E , E,, E,,..... zusammengesetzt werden, nach den Po- 
tenzen des A, zu ordnen. In dieser Hinsicht bemerken wir, dass m B, 
nur dann A, vorkommen kann, wenn p=m-n oder wenn p’ < m-n. 


Findet diese Bedingung statt, so ist 


C(qn-m+p,q) 
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x - 01-1 
" - ‚Al 2: 
Tee 
Tu lei 1) 
g’ N 
+ ei °,.C(g.a-m+p,2) 
39 
a | 
-qn+m=- 
r ST ; ".C(g.n-m-+p, g.n-m+p) 


Hiedurch erhalten wir folgende Bildungsweise .der. Hülfsgrössen 


DD ee 
855), B= 
wo 


886) (= 


(PA + (PDA + (PDA ten + Pan Art 


RE salz an: 
ke) Rue: A," .C(sn-m+p,0) 


+ (— y 2 (s+1)" 


Pr Te 


A . C((s+)n -m+ p; 1) 


Ä. (J"° (s+2)" A 3 . C((s+2 Jn-m+p, .) 


2.11 
1 


Be Eee 


k+ı ! Ye arkay ‘ } 
+(-)" oo .A, 3 ‚C(s+k)n-m+p,k) 


+ 


_„\a-p-sl-ı 
+(-)""7 a FERN ‚C((m-p)n-m+p,m-p-s) 


(AA ART) 
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Die Bildungsweise der Vorzahlen der Gleichung 880, welche wir 


suchen, ist also folgende: 


n 


887)  E, = Mv.a0 4 MVSAl a MP.A: 4... + MO Ar 


wo h 


888) MI = (Du. + (GN A, + (dA, dr + lo, 


Alle diese Gleichungen 882, 884, 885 geben die Bildung der Hülfs- 
grössen B , B,,.... aus den Vorzahlen A , A,,.... der gegebenen Glei- 
chung 879, die, wie bekannt, aus den Wurzeln dieser Gleichung zusammen- 
gesetzt werden. Es müssen also auch die Hülrsgrössen B, mithin auch 
die Vorzahlen E,,E,.... der Gleichung, die wir suchen, aus den Wur- 
zeln der vorgegebenen Gleichung gebildet werden können. Um dieses 
Verfahren. kennen zu lernen, nehmen wir an, dass die vorgegebene Glei- 


chung aus folgenden Wurzeln zusammengesetzt sei: 


By Ar Nr 


i . 


e- (x-a,) (x-a,) (xX-4,)... E% (x -2,) 


wo die Vorzahl von x" nämlich A, =ı gesetzt ist, welches die Allge- 


meinheit der Untersuchung nicht stört, weil jeder Gleichung diese Form 


O 


gegeben werden kann. 


Es ist nach unserer Analysis Seite 254 N. 412 
ee 


n-P 
(1) 
+ Arch [a nd, 5-.., an] 
(2) 
ek Ne = [a, ; da, fe RR, a,] 


+ ® ® “ ® ® ® . ® . 


+ A hr [a, » Q,,» ei alla 
Wi [a, ; Niere 


| 68 * 


Verbinden wir diese Gleichung mit jenen in 882, und setzenp=1,2,.., 
so erhalten wir eine neue und merkwürdige Bildungsweise der Hülfs- 


srössen, welche von den vorigen sehr verschieden ist: 


890) | a 
m=-1i — - a, d,; ee, ale. | ® 
BE on [a,; a, ya Gakdir 


mes 


—— (8) 
SE —[a,,a,,...,0,] 
a . (m) 
B = -[a,,a,,...,@] 
Für unsere Aufgabe: aus der Gleichung 
ODYS RA HE EA REL n BA ERS ET RZ 


den Werth von x" durch x°,x', x’,...,x"" darzustellen, haben wir 
also mehrere Wege aufgefunden, die zum Ziele führen; man kann näm- 
lich die Hülfsgrössen B,, B,,...,B, entweder nach der Vorschrift 882, 
oder nach 884 oder &85 oder 890, und zuleizt die VorzahlenE ,E ‚,..,E,_, 


entweder nach der Vorschrift 883 oder nach 887 bilden. 


i. 237. 


Diese ‚Untersuchung gibt uns Gelegenheit zu einer neuen, für die 
Theorie der Gleichungen sehr wichtigen Wahrheit, die wir noch nirgends 
gefunden haben, nämlich: | 
891) Jede Gleichung, in welcher nach der höchsten Potenz 
von x mehrere Glieder fehlen, ist aus zweien Gleichungen 
zusammengesetzt, muss sich also auch wieder in diese zer- 


legen lassen, deren Vorzahlen so beschaffen sind, dass die 
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Vorzahlen der einen Gleichung die geordneten Verbin- 
dungen mit Wiederholungen aus den Wurzeln der anderen 


Gleichung sind. Oder die Gleichung 


x" +m a E 


ı 


Rz En 13T 2 FE CR E)x' a: E,=o 


ıst entstanden durch das Vervielfachen der Gleichungen 


SE LE 


a ee Ro A 0 & 
"und 


Ser bamexe: 


met 
wo B, 155, Dan z... B, 


Wiederholungen aus den Wurzeln der Gleichung « sind, 


m=-2 1 Zah 
+ Bene. 2. u Bi,xS HB 10 2 


die geordneten Verbindungen mit 


1 


86 dass, wenn 4, a,..,8, die. Wurzeln der Gleichung: 
sind, oder wenn 
(X-a,)(X-a,)(&-4a,)..-.(X-a) 0 
ist, die Vorzahlen der Gleichung ß sind 
—— r 2) 
B u + [a, ; ana] 


eur lomear yes 


Brenn ae as a] 


me-S5 
Zum Beispiele die Gleichung 
2 a DT re 
lässt sıch ın zwei Gleichungen. 
EEE ee 
4 „3 m 2 AL .ı E at 
zerlegen, die Wurzeln der ersten sind ı und 2, und die Vorzahlen der 


anderen sind die geordneten Verbindungen mit Wiederholungen dieser 


beiden Wurzeln, nämlich 


Brei u | ie Ren ana ee ST 13 1 


er Ma IE ER AG ARD | nr 
4 2.2 4 1,2.2 I ae BR Bes. 5, 
+ 2.2.2 ee 
WE 
b.. 238. 


Wir wollen diese Untersuchung mit einem einzelnen Falle beschliessen, 


und n—=2 annehmen; oder es sei 3. 
392) | xHA.x + A mo 
Man sucht j 
x®_E.x-E—o oder Reenb ich Be: 


Die Auflösung dieses speciellen Falles ergibt sich aus 857, und ist 


ıl-ı o\2l-1 a 
893) E, = yujara, Aa: er 2 Aal ihn] | 
/ | 1 1° 
ıl-ı s ol-ı 3l-ı 
m=ı m#+i nn m=-i gi n2—1) m=- 2 —?2 m- 
E=(-) a St een nn A: Alt.) 


\ 


Kramp hat in seiner allgemeinen Arıthme tik vom Jahr 1808 diesen 
speciellen Fall behandelt, und Seite 401 N. 626 dieselbe Bildungsweise, 


welche hier 893 angibt, auf anderen Wegen gefunden. 


[3 


Setzen wir nch A =ı und A =-2.cos:a, oder nehmen wir 
an, dass 
894) | | x’—-2.008:4.xX + 10 


so finden wir nach 893, dass 


Se Be sin (m +2)a ze + 1)a N 
sın a sın a 


Diese specielle Wahrheit fand Euler im Jahr 1779, sie wurde aber in 
den. Schriften der petersburger Societät erst im Jahr 1809 Seite 23 bekannt 
gemacht. | | 


543 


B. Entwickelung von x" nach den Potenzen von z und 


RISUWEN IE ZINN REN. Sen er EEE > 
h7 % 


Diese Aufgabe können wir, nachdem alle Vorbereitungen vollendet 
sind, jetzt mit Leichtigkeit lösen. Wir setzen in der Gleichung 887 
A,-z statt A 
i 0 
und für (A,-z)' die Producte - 


h-: h bb’: x - ph’: 
A no 1 U} A) wize - u N A” ae - ®e ® ® (-) 


ılı alı [) 
1a 1 


Wir erhalten folgende Reihe: 


896) E, = NV’-NP?.z' + N? zZo..4... OJNI.z” 
wo | 
gl-ı sl- sl-ı m’ 
Be DT, (q) (s+1 - 1 (gq) s+2 q m=-Ss ) 
Bu ma) ME Ra AM: 


und folglich aus 880 die verlangte Entwickelung | 

898) nie Ne-N”.z: + N ',2-.%.. SL zZ" 

| EN INNE UNE N) 
NEN EN LOL EINE 


h Ag + K3 ® ® ® . ® » ® . . ® ® o . “ . 


EINEN ER HEN N ze) 
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Laplace hatzuerst diese Aufgabe in seiner Theorie analytique des 
probabilites. 1812 von Seite 19 — 25 behandelt. Unsere Auflösung, die 
wir hier gegeben haben ‚ hat nichts gemein mit jener des Laplace; auch 
das Resultat ist verschieden; denn nach Laplace muss man die Wurzeln 
der Gleichung vom nten Grade kennen, welches aber unser Resultat 
nicht voraussetzt, worin alle Geschäfte vermittelst der gegebenen Vor- 
zahlen A, A,, A,,...,A, bewerkstellisgt werden; auch ist hier nicht 


nöthig, zu untersuchen, ob gleiche oder ungleiche Wurzeln vorkommen. 


5.0. 


Von dieser Entwickelung können wir gleich zu einer anderen über- 
gehen, wo die Producte nach den Potenzen von (x-1) und von z geordnet 
sind. Setzen wir nämlich 


ıl-; / al-ı 


x = (1 r x-1) = 1 Ar 1 j ° (x-1)! + I u ©, (x-1)' + . 0.0 0 
1 ’ 1° 1 
und zur Abkürzung 


899) Ir N’= (49, 


so erhalten wir folgende Reihe: | : 
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900) xr— (s-).|r2°. ((0,0), + (1,0), + (30), +... + (n-1,0), ) 


-2.(0,, + 0), + @N, +... + (an), 
+ 5 | 
"2". (o,m), + (4m), + (m), +... + (n-1,m),) 


+ (X-1) .|+2°. (1,0), + (2,0), + (30), +... + (n-1,0), } 


+ (X—1)'. 


+ 


zZ; (4,1), + (231) + (31), +... + (n-1,1) | 

ar | 

(-)” zZ". (m), + (3m), + (3,m), +... + (n-i1,m), 
+z". (2,0), + (3,0), + (4,0), Fe. + 

- 2. ((%,1), - 3,1), + (41), +... + (1,1), 

R N 

I-Jz”. (&m), + (3m), + (3m), +... + (n-1,m), | 


Diese Herleitung ist verschieden von jener, welche Laplace Seite 33 


gibt. 


j. 24. 


Wir gehen zu einer dritten Entwickelung über, setzen in 898 


hı h.lesx 
5 —— 1 


iO 


h’s(le:x). 
—..ı 
1 1 


h’. dg:x)' REN: 


alı 


und erhalten folgende Reihe: 

901) x = [0,0% (le:3)%2° 440,1]. A2:r)e 2 + [2 eir)N.2" re. 
+14,0] Ale: 2)27, la: zur lg:ir)'.z td. 
+ [3,0].dg:x)'.2° + 231].dg:x)’,2! + [32]. dg:S)’.2’ +... 


u 


Eine ähnliche Reihe findet Laplace Seite 35. 
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C. Entwickelung von Fix +h) nach.den Potenzen von 


De} n 
Be + X 


OZsSwenn zen AR HAer Dre 


a 
Um dieser Entwickelung die grösste Allgemeinheit zu geben, nehmen 


wir die Functionen 


x b) fx 9 IR, EUER 


an, die nach Willkühr gewählt werden können, und zwar eben so viele 


als die gegebene Gleichung 
o==-zH+rA, + AHA. Fr. + A U X 
—(x-xX )(x-x,) es) “or.. (X-X,) 
Wurzeln hat. Wir zerlegen. F(x+h) in diese Functionen ‚so dass 
90%) Ex) XL’ 4X fx EX er ax er 
Die Vorzahlen dieser angenommenen Gleichung werden durch Ein- 


führung der obigen Wurzeln sewonnen, wodurch n Gleichungen ent- 


stehen, 
IE DE U 
FRA) ERSTER FR OR ER tx. 
ER ah) Re Re X 
aus welchen X, , X,,..., X, eliminirt werden. 


Diese Vorzahlen sind Functionen von x ,x,,...,x, 


547 
903) x 


5 VRo Xye00,X,) 


ie IE Narr x) 


® “ % ‘ ® ® ° ® ® ® 
KSZERnnele 64,8%) 


können also in Reihen entwickelt werden nach den Potenzen von @z, 
so dass 


x = X" 4 Xu (02) + Rn)! Hi... 
wo | 


1 


Te; (= ) Y& ch 


und z, der Werth von z ist, welcher bewirkt, dass 92, = 0. 


904) X 


Bei diesem Differentiüren kommen die Differentiale von x, , X,,...,%, 


in Hinsicht z vor; man erhält sie aus der vorgegebenen Gleichung, nämlich 


P | WELL 
DEZ 1 Ar RAR EA NEL BEN RU HN 
1 2 3 dz 


folglich, wenn zur Abkürzung 
1A, +2A,.- X Her HM, RX 


gesetzt wird, 


RER 
dzZ0 2X 
mithin 
ne S)=El; dx 1 das a 
dzaı da \ FR dei EX dz u 7x 
ds 1 d ) 4 
de N ax dk RK pr 


und allgemein 


038 
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Wird nun x=x, gesetzt, so wird 


905 
ozs 


m 
dx, 


TR, 


A. $ 
7 wur Ra 2 7 
x RX 
P P\ 


Die Reihe, welche hiedurch entsteht, ist 


906) Elxch) (RR ET ER. LIE). (0) 


KEN E RR r Ko Mhz): 


nn RS wie Aatex LTE Res) . (92) 


.h 


Diese Auflösung gibt zuerst Wronski Seite 58. 


WIEDERHOLENDEN- 


DUIEN GE ON SEN 


Er 


w ” > 
Wr 
al 
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BR -HSEIORRZEE 
DER 
WIEDERHOLENDEN 
BOWEN SGT TE O.N<EIN 


— — = ——_— 


Erste Abtheilune. 


% Unterschiede und. Differentiale. 


\. 248. 


D. Unterschiede befolgen das Gesetz. des Vervielfachens; bezeichnen 
wir das Zunehmen der Grundgrösse x um h durch 
fx+nh)= of 
so ıst nach den früheren Untersuchungen 
e rn | Ei 
907) AS (EN) fx 
% *n 
U ar 
und bei Functionen von zweien veränderlichen Grössen 
908) vi, y) = (D.0,-1)"16, y) 
ir, = (a +s, 0, fay) 


und 
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909) DEX,y) = (1 +4, 4,1) 
ni, y) = (0,.8,70,) 187) 
Die vierte Gleichung folgt aus der dritten, wenn 1+4, statt I, und 
i+4, statt D, gesetzt wird, und so auch die sechste aus der 5ten Glei- 


chun g. $ 


DA 
Die Differentiale befolgen auch das Gesetz des Vervielfachens, und 

es ist | 

910) d’i&,y) =,(d. 3.4)" I&,y) 

oder bei mehreren Grundgrössen | 

INA ,x3%, a) +d,+rd, +... E dj, X, 


Wenn die Grundgrösse um h wächst, so kann he Entwickelung der 


Function durch folgende Zeichen angegeben werden: 
hd 

912) f(x+h) = (& ) fx 

und bei mehreren Grundgrössen 


913) hi ee 2m % -[h, .d,+h,.d, +. +h..d.) 


1 


 (h. .d,+h,. du + rl, .d., 


m 
& 


N 


a ET +h,.d,) 


+ . . e ® 0) ® sus 


h.d+.+h,.d, 
[ | 


oder 


2%, KR) 


1 245. 
Nach Beh kann der Unterschied auf folgende Weise Huch Dif- 


ferentiale dargestellt werden 


914) ARE Na ) fx 


und 


h.. Baer Sescht,. 
Te (. „Arh.d, +...+h, la) 


Auch «lie höheren Unterschiede lassen sich auf diese Weise angeben; 
denn 
1,chr.dhi 14 ch, Tehr..d, 

_— IX + 


A’ fx >, 4 BER VEREIN ne DRAN. 
gas dx! ki: dx’ Fa dx’ ’ 


oder Alec B nr 


und so auch allgemein 
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96) Ak= (ee I 2. le =) + ® fx 


ah ne h.er® hd“ 
SP EHI ASS Rrfa fe Berl En £ 
| la) * Bi) a 0 x |? 


X 


wo Eh, E’fe,.... nach den Vorschriften zu bilden sind, die wir in 


der dritten Abhandlung unserer Analysis gefunden haben. 


Eben so ist bei Functionen mehrerer yeränderlicher Grössen 
917) watt, y2)= Eon) N ) 18 2) 
hingegen | | 
BE er Gr A ) ar, z) 


Diese Gleichungen gelten nicht allein für das bejahete sondern auch 
für das verneinte n. Damit aber dieses gehörig begründet werde, so legen 
wir die Reihe 


ey: h’dır 
IB = \ =) fx + = >) IX + ..... 


xX 


zu Grunde, und nehmen von A’den Rückweg zu a°' dadurch, dass wir 


in ıhr (ze) 
| d 


x 


=L 


A fx statt fx einführen 


Ei | En Be geh (ge) Ba 
zn Rn 


dx 


Wir erhalten hiedurch eine Reihe 


Aue 5) le) Ar 5 a (ze) R- 
d 1ary | ax 


x dx 
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welche zugleich das Gesetz in sich aufgenommen hat, nach welchem die 


übrigen Glieder von A”' befreiet werden müssen. Wir erhalten nach ihr 


IE NRAD NG 2 NEL RIELEN OL TIER N 18 IELURSARTE 
A ns | | fx - — () A er =) A 1x.) 


oder 


dx 


|) el) Me |) 


Durch dieses Einführen der zuerst gefundenen Reihe ist das zweite 
Glied von A”' befreiet; eine Wiederholung desselben Geschäfts wird auch 
das dritte Glied von A’ befreien; wird nämlich die erste Reihe für 


A'fx in die letztgefundene Reihe eingeführt, so wird 


3 ha, 1 has 1 he 1 ı/hd\’ 
Aut en = x -—[- fx - — =] fx- — (> De 
dx Au. Nda 1 dx 1, oe. ‚dx 
1 1 1 1 
+ Te | SuruseeT 
1 1 
EST u 
od d 
geht li! ale 


Bei der Einführung der ersten Reihe erhielt das zweite Glied die 


Union —-, und die folgenden Glieder Unionen und Binionen. Bei der 
Ay; : 


zweiten Einführung der ersten Reihe wurden im vierten Gliede die noch 


fehlenden Binionen ergänzt, und es traten die Ternionen hinzu. Das 
70 * 
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stäte und unabänderliche Gesetz, welches bei dieser Bildung herrscht, 


wird bei dem (n+1)ten Gliede alle Unionen, Binionen, Ternionen,,. 


25 
ntionen zur Summe n-+1 aus den Elementen 
| 1 1 1 
at N) FELL $) PET „° 
herbeiführen, und es wird sein | | 
=) fx -C(1, Ir= ı fx-0(2,1) | el fx -0(3,1) - Se A, 
x | 
+0(2,2) +C(@3,2)| 
— C(3,3) 
1 1 1 
gt 3 PET 9 PRuz » S 
SO REEE Ba Ahr DS Sr 
oder ın anderen Zeichen | 
27 1 h.d x 1 h.d ® 1 h.d 3 -i 
Wird wieder A’'fx statt fx gesetzt, so wird 
EL NH 4 ih ..da® 1 h-. d.\ : : 
ANIKR #- E- ey Das Es I u a ne a IX 
Die Wirderheliss dieses Geschäfts führt zu der en Glei- 
Sun. 
KLAR, DI TIEFER 3 jr 
920) RN = (2) la) es 9 fx 
oder ın anderen Zeichen 
hd | 
fx une: (e®-.) fx 
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. 6. 


Es ist noch übrig, 2. durch Ans AN, darzustellen. 


Wir finden diese Reihe leicht, wenn wir die Reihen 


3 /hd\” ren SE 2, he” Ä 
a ee EHE ln: MEET ra 
: x) ;; (n +1)" (= Bi (n+1)”' vn 1 ki 
hai" [Renate hai” 
ie, at yr f DIL TIER 
N fx (=) + (n+2)"" (=) fx 4: 
. hd n+2 
and de. ac e 
x | = EX a. 


nach ihrer Folge vervielfachen mit 


4 Am)" (1,..,n+1)" Hr)” 
(Dar met EEE 


und von der Gleichung 417 Seite 261 unserer Analysis, wenn in ihr m—o 
und q= n-1 gesetzt ist, Anwendung machen; wir erhalten folgende Reihe: 
n (1) (2) 
921) h.d ix NE ER ee Ay fx + a DE Keep I BR 
dx (n+1) (n +1)" 
Diese Bildungsweise lässt sich nach $. 54 unserer Analysis auch durch 


folgende Zeichen bemerkbar machen: 


922 ya me) le: "fx 
) ne x ie: (1+4))"fx 


27. 
Zu allen diesen Wahrheiten von 907 — 922 hat schon Leibnitz, 


der Erfinder der Differential- und Integralrechnung, in einer Abhandlung 
(Symbolismus memorabilis calculi algebraici et infinitesimalis in compara- 


tione potentiarum et differentiarum....), welche sich in den Miscellanea 
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berolinensia befindet, und in seinem 1Sten Briefe ( commercium epistolicum) 
die Idee angegeben. Joh. Bernoulli macht von ihnen (14r Brief) einige 
Anwendung. Aber vor allen hat sich Lagrange (in den Denkschriften 
der berl. Academie vom Jahr 1772, gedruckt 1774) um diesen Gegenstand 
grosse Verdienste erworben, indem er die Idee von Leibnitz weiter aus- 
bildete, wovon die obigen Wahrheiten die Ergebnisse sind. Man findet 
dieselben Wahrheiten später bei Laplace, Prony, 5 ervois, Lefran- 
cais, Kramp und Tralles.. Wir wollen zu diesen Wahrheiten eine 


neue hinzufügen, die wır vermittelst der Gleichung 875 gefunden haben, 


sie ıst 
923) a es 
n dx“ 
% vw m£, ara tr 
n-1.m ART, 
BEN N Nase b.< 
55 a E 5“ {3 AT TE 
n—2.m dx 
+ a ® ® ® ® ®. ® ® ® ® (3 
| 1 1 1 
wE= (an m) 
Diese Reihe entsteht nämlich aus 875, wenn sie mit x” vervielfacht, 
Pi 12 xl rund 
dx 
‘ 1 h.di' 1, Th.d ee) 
ılı ee = —lı (1 en? ® ® ® ® 
eh dx 1% | de) 


gesetzt wird. 


a. 


ll. Wiederholende Functionen, 


wenn yix= fx +h)-a.k zu Grunde gelegt wird, 
. 248. 
Der Unterschied einer Function fx 
fx + h)-fx 


ist nur ein einzelner Fall eines viel allgemeineren Algorithmus, der ent- 
steht, en nicht fx sondern ein Vielfaches von fx abgezählt wird 
en Se 
Bszeichnen wir dieses Geschäft durch den Buchstaben y, so dass 
924) yix= fx + h)-a.fx 
so ıst 
ylylk)— ylx fx + ah)-afx + h)-alfix + h)-a.ke) 
oder | 
| fx —= fix + 2h)-2.a.ffx + bh) + at. fx 
und so auch 
vyk)— ya fix + 3b)-2.a'. f(x + ah)+ af sh) 
„ra. (fo94 ah) -2.aNflx 44h) +”, fx) 
oder | 
yfix— f(x + 3h)-3.a'.f(x + 2h) + 3.a’. f(x + h)-a’. fx 
und allgemein 


ur 2l-ı 
925) Yfx=f(x+nh)- mal. f(x+(n-ı)h) + ma. f(x+(n-2)h)-...(-)"a".fx 


Das Hauptgesetz, welches bei 4 vorkommt, gilt auch bei dieser allge- 


meineren Function. Besteht nämlich die Function fx aus Thheilen 
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; fe = fx ribr | 
so ist es gleichgültig, ob das Geschäft, durch y vorgestellt, bei der un- 


getheilten Function ix, oder ob es bei den einzelnen Theilen fx , £,x ab- 


gesondert vorgenommen wird. Denn 


yxmyfx+f)=(lka&+h + fe& + h))-a.(£&,x + f,x) 
— (f(x + h)-a.fx) + (f, x +b)-a.fx) 
oder es ist | 
926) ix = yıx + yi,x 
Dieses Gesetz folgt unmittelbar aus dem Grundgedanken, der oben 
gegeben wurde, und verdient besonders beachtet zu werden, da es eine 


Freiheit in der Untersuchung 'gestaitet, die ohne dasselbe nicht statt fin- 


den würde. 
Uebertragen wir dieses theilweise Verfahren auf die späteren Wieder- 
holungen y’, Y, Y’> ++. +, So Ist 
yix = y'f(x + h)-a.y'fk 
vl = y’ilx “ h)-a.y’fx 
und allgemein 


927) hy +h)-a.yfk 


‘249. 


Die obige Gleichung 925 gibt das Gesetz an, nach welchem y!, y:, y°, 
.un.. aus fx , f(x + h),, f(x + 2h),.... gebildet werden. Dieses Gesetz 
gilt aber nicht allein für das bejahete, sondern auch für das verneinte n. 


Denn nehmen wir in der letzten Gleichung m = - 1 


y'fx+h) = k+a.y'fx 
und a nach dieser die Gleichungen 
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y'lx — f(x —h) +a.y'£x-h) | 
a.y ih) = at.fix-ch) + a. y ll -ah), $ 
.a’.y'f(x-.h) = a’.f(x-3h) + a’. y"'f(x-3h) 


so erhalten wır durch das Zusammenzählen dieser Gleichungen eine Reihe 


928) yı — f(x-h) + a .f& eh) + a’, fx-3h) +... 


ri 


welche das Gesetz angibt, wie y'' aus den Functionen f(x-h),{x-2h), ... 


gebildet wird. Eben so erhalten wir die Reihe 


yfx = y'fix-h) + a'.yf(& -2h) + a’.y'lx=s3h) + ..... 
und wenn wir nach 925 jedes Glied derselben in eine Reihe entwickeln 
yfx — f(x-2h) + a’.fx-3h) + a’.lx-4h) +... 
+ a'.f(x-s3h) + a?.f(x-4h) +. 1a 
+ a?.fx-4h) # ..... 
ee 
oder i 
yfx — f(x-ah) + 2.at.f(x-3h) + 3.a’.f(x-4h) + ..... 


Der Uebergang von y’’ zu y‘” findet statt bei y” zu y’, bei y” 
zu y’%y.... und führt zu der allgemeinen Reihe 
929) „ix = f(x- — .a E(x-0+1) he I £x-n+2)h)-.+.. 


+n 


welche dasselbe Gesetz befolgt ar die Reihe für y 


‘. 250. 
Die Function f(x+nh), in welcher x die Zunahme n.h erhalten hat, 
lässt sich umgekehrt aus den Functionen Y,Y3Y' 0... wieder bilden. 
Es ist 


f(x+h) = a'.fx + y'lx 
71 
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Ferner ıst 
fx+2h) = a’. f{x+h) + y'f{x+h) 
N Mar 2) + y'(a'.fx+y'fx) 
=... fx + 2.al.,yfx + ef 


und all gemein 


ıl-ı 2l-ı nl-ı 
930) f(x+nh) = a".fx+ Sr at. yR+ır any ft... Er a’. y’lx 


Die Reihe fur das Deeiare n wird dadurch gewonnen, wenn nach 
der Gleichung Ä 
fx = a’.fx+h)-a".y'fx 
folgende gebildet | 
Reh) Ra SEE --a'.y'fx-h) 

- a'.y'fx-h) = - a’.y'fx + a”. y’f(x-h) 

+ a’. yfix-h) = +a°.y’fx - a’. y’f(ix-h) 

- a’.yfix-h) = -at.y' fx + a*.y’f(x-h) 
und alle zusanımengezählt werden; es entsteht die Reihe 


931) -Kah)' = ar. - ar. ya alex ERNENE 


Nach diesem ist es nicht schwer, die Reihe für f(x-2h), f(x-3h),.... 


zu bilden; man findet allgemein, dass i ; 


(n 3 N a 


gt a 


932) f(x-nh)=a' yix+ IE 


Die Reihe 930 gilt also nicht allein für das bejahete, sondern auch 


für das verneinte n. 
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i. 231. 


Die Bildungsweise von y’in 925, so wie auch von f(x + nh) in 
930, lässt sich durch einfache Zeichen bemerkbar machen 
yxkx=(0D-)k und ok= (ary)fx 
und allgemein 
933) yk=(D-a’f und 0’k= (ary)fk 


Dieses Zurückführen der gefundenen Reihen auf das Binomium ist 


sehr nützlich; da nämlich y= Q-a, so ist auch 


a Yy "x % 
oder aaa ze rue 
D D ? 
folglich 
n DeB-ı ee en 
a Bas er I Fr . y' « a + = ) . y. D DL Re 
oder 


al=-ı 
n 


tan 
1 1 


R ıl-ı ä K 
934) a’ffx-nh)= fx - Sir y'fx-h) + ehxzahl =, 0.06%. 
Diese Reihe gilt für iedes mögliche n, und findet leicht ihre Be- 
stätigung, wenn in der Reihe 925 n=0, ı,2,...undx=x,x-h,x-:h,... 
n n{n-1) 


gesetzt, diese Reihen mit ı,- Fußes I 486 vervielfacht, und alle 


Reihen zusammengezählt werden. 


Bei Functionen von zweien veränderlichen Grössen finden wir Fol- 
gendes: Gehört a zu x und b zu y, so dass 
935) fx = fix+h) - a.fx 
yly = fy+k) -b.fy 


so ıst 
{ 71 * 


a. 
Y5 y,1&,y) = y,| f(x+h, y) - a.i(x, y) ; 

— f(x+h,y+k) -a.1,y+k)-b. ( f&4h,y) - a.1&,y)) 
oder x | 
Yr var) = fx + h, y+k) - a.f{x,y+k) + bla.f(x,y) 

- b.fx+h,y) 
Dasselbe erhalten wir durch y. Y, f(x, y); es ist also 
936) YyyIy) = ey, ERy) 


oder es ist gleichgültig, in welcher Ordnung die Geschäfte y"und y, 


vorgenommen werden. 


. 25% 
Der Buchstabe y hät eine allgemeinere Bedeutung als A. Wir Kon 

nen jenes Geschäft auf dieses einfachere zurückführen, und zwar RE 

durch, wenn wir | | | 

937) am 1-g.h 

annehmen, In diesem F alle ist | 


ir f(x +h) — ((-q.h).&k = f(x+h) - x +gqg.h.k 


oder | FAR, 
938: © yfx== q.h.fx + fx 
Jetzt lässt sich auch yfx sogar durch h messen, und es ist - 
A ex Afx 
939 To g.f 2 
) = 1847 


und allgemein 


940) (4) % — (a Bi m er 
1L 
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Umgekehrt ıst 


941) a) k= 7 - a) 


1 


n ıl-ı, n=-1 al-ı n=2 
pen : 7 SE REENNZ PD OHREN 
e‘ q! 1 ; 


vun 
” 1 n-2 


1% 


Wird sogar nach dem Messen mit h diese Grösse h=o gesetzt, und 
dieses dadurch bemerkbar gemacht, dass der lateinische Buchstabe c statt 
des griechischen y, und cx statt h’gewählt wird, so ist 

= -chx dfx 
942) N AEE 


und allgemein 


943) TE (a8 — la + = Be 
X 


CORE FER 
nf DE IS Re De def nah X 
en q ® xX - ee | TE TEE alı a + oo, 0. + 0} 


Wir können selbst f(x +k) in eine Reihe entwickeln, welche nach 


c'hx , clx, c’fx,... forigeht; es gilt nämlich die Reihe 930 für jedes 


PL . N . 
mögliche n, also auch, wenn n= At und es ist 
N 


% 
k? 1-h 


mlı 


<—-m fx r 
DS ee Nas ch WOMEN SE, 


h" 
Da diese Gleichung für jeden Werth von h gilt, so kann auch h=o 


gesetzt werden; dadurch wird 


as# SG k” 
Gh : _k zn Be, rn ta le 34 


il P 


= 1 —. + 
1 1 1.2 


Gare te... Ze 


yfx c”fx 
und FE (xy 
Es ist folglich 
“ "fx 
k)—— u 
f(x + X) 2, a (cx)” 
oder 
k' ck k’ c fx 
4 Jansen ze @ f } - PISERERGERBEBIBING | | gj © GiBeentunnanenE an nineenngan + ® e } } ® ®. 
944) fx + ne e | ea en: zeETE (os) | 


Die Taylorische Reihe ist ein specieller Fall von der vorstehenden, 


und entsteht, wenn qg== 0 gesetzt wird. 
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Ill. Wiederholende Functionen, 


wenn yfx = f(x+h)- @x.fx zu Grunde liegt. 


ie. 254. 

. Die vorige Untersuchung: wird zu einer viel grösseren Allgemeinheit 
erhoben, wenn der begleitende Factor, welchen wir vorhin mit a be- 
zeichnet haben, selbst von der Grundgrösse x abhängig gemacht und 
wenn angenommen wird, dass | 
945) „fx = f(x+h) - ax.fx 

Der Sinn dieser Zeichen ist: In der ursprünglichen Function soll die 
Grundgrösse x um h zunehmen, und hievon abgezählt) werden die ur- 
sprüngliche Function vervielfacht mit einer anderen Function, die aus 


derselben Grundgrösse gebildet wird, aus welcher die ursprüngliche Func- 
tion gebildet wurde. 


Wenn die ursprüngliche Function aus Theilen f,x, und f,x zusammen- 


gesetzt ist, so können diese Geschäfte bei den einzelnen gesonderten Thei- 


len vorgenommen werden, denn 


y(f,x+fx) = (f(x +h) + f,(x +h)) - 0x. (Ex+f,x) 
== [f(x +h) - ax.fx E (f,(x+h) _ 0x.fx) 
oder 
946) yEx+fx) = yExtyf,x 
Dieses theilweise Verfahren hebt alle Zweifel, ‘welche bei der Grund- 


grösse des begleitenden Factors entstehen können; so ist z, B. 
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| | f(x +3h) + f(x+h) + fx) zen yilx + sh) + yf(x+h) + yfx 
- 0m f(ix#+#4h) - 9x +3h). fx +3h) 
+ f(x+ ch) — o(x +h).f(x + h) 
ll Huh) BR. IR 


Eine Wiederholung des Geschäfts, welches y angibt, erzeugt folgende 
‘ Producte: | 


„fx —= ylx+h)- yex.&) = Ia+2h) - ox-+h).Ixth), 
Ä - @(x+h) .£(&+h) + 0x.0x.fx 
= f(x+2h) -2@(x+h).Ix+h) + (x)’.ix Su 
und eine mehrmalige Wiederholung folgende Producte: 


947) "fx en f(x +nh) 


n!" 


> - .£(x+(n-)h). lax+ (a-Yh)) 


nr: i 


+ x + ah) 2 (o(x+(na-9h)) Ä 


3 ® ® « ie. 


nal=-ı 


n 


I fx. N, 


Durch ein gleiches Verfahren wie in $. 249 finden wir hier, dass 
diese Reihe auch für das verneinte n gilt, und dass 
945) be u f(x —nh) 


* an -f(x-(n+1)h) . (o(s-n+0h)) r 


.. . £(x-(n+2)h) . (o(x-(n+3)h) 


> 


ale e Cy . fr re [ “ 0 « ® e © 
Eben so: wie in $. 250 finden wir hier, dass 


u. 


ee 1 | 569 


u 5 


| 949) (ox-nh))'.f(x-nh) = fx 


en a » D . 0) f) # 


So allgemein dieser Algorithmus in Hinsicht der begleitenden Func- 
tion @x ist, so ist er doch nur auf Functionen anwendbar, welche aus 
derselben Grundgrösse x gebildet werden, aber nicht bei denjenigen, ın 
welchen x, und x+h, oder eine andere Grundgrösse vorkommt z, B. 
wie bei fx X f(x+h) oder bei i(x-h) X F(x-+4h). 
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IV. Wiederholende Functionen, 


wenn yfx=a.f{x+h,) + a.fx+h) +... +a,.fx+h,) zu Grunde liegt. 
> 


A. Entwickelung von v" nach den Zunahmen 


von x, im Allgemeinen. 


— 


i ie 1.265: 

Die wiederholenden Functionen, durch das Zeichen v vorgestellt, hat 
zuerst Laplace unter dem Namen fonctions generatrices in einer 
besondern Gestalt und mit einer eigenen Darstellungsweise in die Wis- 
senschaft eingeführt. Nach ihm hat zuerst Wronski sich sehr grosse 
Verdienste um diese Functionen erworben. Ausser diesen beiden Mathe- 
matikern finden wir weder andere Wahrheiten noch eine andere Darstel- 
lungsweise noch irgend etwas, was Licht über den Gegenstand verbrei- 


ten könnie. 


Wir nehmen hier den Gegenstand von neuem vor und zwar in einer 
seiner Natur angemesseneren Gestalt, und schlagen, sowohl im allgemeinen 
als besondern, Wege ein, welche ganz verschieden von denjenigen sind, 


die wir bei Lap lace oder Wronski vorgefunden. 


Es sei 
950) v*ix = a.v'f{x+h,) + a, v’f(ix+h,) + a,v"f(x+h,) +... + a,.v’f(x+h,) 
Die Geschäfte, welche das Zeichen y vorschreibt, sind 


951) vix = a,.lx+h) +a .fx+h)+a,.fx+h,) +... +a,.fx+h,) 
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Eine Wiederholung dieser Geschäfte wird nach der obersten Vor- 


schrift vorgenommen 
vix = a,.vf(x+h,) + a. vf(x+h,) + a,.vfx+h,) #...+ a, .vf(x+h,) 
und erzeugt, wenn in der Reihe 951 nach und nach statt x gesetzt wird 
x+h,x+h,x+h,...., die Producte 
v’fx=a,.a,f(x+h,+h,)+a,a, fx+h +h, )+a,a,.f(x+h,+h,)+a,a,.f(x+h +h,)+.. 
+a,a .f(x+h +h,)+a,a,.f(x+h +h, )+a,a,.f(x+h,+h,)+.. 
+ a.a..f(x+h,+h,)+a,a .fx+h.+h )+.. 


+a,a..f(x+h,+h )+.. 


Eine zweite Wiederholung wird nach demselben Gesetze vorge- 
nommen, | 
via .v’f(x+h)+a.vfiix+h )+a,vfx+h,) +... +a vfix+h) 
und erzeugt folgende Producte: 
vix=a,a,a,.f(x+h,+h,+h,)+ a,a,a,-fx+h, +h,+h,) +a,a,a,.fx+h,+h,+h,) +... 
+a,a,a fx+h +h,+h,) + a.a,a.f(x+h,+h,-+h,) 
+a,aa .Kx+h +h, +h )+a,a,a,.fx+h, +h,+h,) 
+ a.a,a, f(x+h +h,+h,) 
+a,a,a,.f(x+h +h +h,) 
+a,a,a .fx+h,+h +h,) 
Diese wiederholenden Functionen befolgen das Gesetz des Polyno- 
mıums. Wird 
76.354 1 er a > 4 16.5 RL ERAHNEN EK 
gesetzt, so lassen sich die sämmtlichen Geschäfte durch folgende Zeichen 
bemerkbar machen: 


We als Ül a Ta la OR 


h2 


vie (a. Dr MERIDIEN hr ex 


wix = (a) OR a. 03 FRE 
TER 
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und allgemein 
952) velx ala ne a er a,. DE RER SER 

Dieses Gesetz findet nicht allein bei einem bejaheten sondern auch 
bei einem verneinten n statt, welches sich auf folgende Art nachweisen 
lässt: Es ist, wenn in 950 n=-ı gesetzt wird, 
vr =fx=a.v'fx+h)+a.vix+h)+a.vfz+h)+..:.. 
folglich, wenn x-h statt x eingeführt wird, 


1 a 


.fx-h) -— .v"fx-h, +h,) - = vf(x-h, +h,) =... (& 


U > Sg —- 
a, a, @ \ 

Diese Reihe & enthält zugleich das Gesetz, wie die späteren Glieder 
von dem Zeichen y”’ befreiet werden können; wird nämlich x-h,+h, 


statt x gesetzt 
v"f(x-h,+h,) = —.f(x-2h +h,)- = y"f(x=2h,+2h,) - Zy"£os-ch,th,+h, Yecre 
a, Q 0 


und diese Reihe eingeführt, so wird das zweite Glied von v”' befreiet, 


und es wird 


u u 2b, 2 Ita ur, er! 33 Ko 
u eg 5 .f(x-h,) Ken f(x-2h +h,) N f(x-h, +h,) 


0 u ) 0 


+ at v'f(x-2h +2h,) 
ER a 
DW 'fix-h,+h,) - 57 ‚vfx-h+h,)-......(ß 
a a v'f(x-h +h +h,)+ Erf v'i(x-eh +h +h) +.... 
a, a, a, a, j 


Wird ferner x-h,+h, und dann x-:h +zh, statt x in der Reihe 
& gesetzt, 
vf(x-h,+h,) 77 —.1(x ch, +h,) un =. v£(x-2h +h+h,) VESNEEIE REN 1 7t 


0 0 
und 
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v'f(x-eh +3h,) = . fix - sh, + :h,) - =. va-3h,23h ) Era 
und werden diese beiden Reihen in die Reihe £ eingeführt , so geht sie 
ın folgende über: 


vik=-.fx-h,)- =.1(x-2h,+h,)- =1x-ch +h,)- Zr I(x-h, Ehy2 2. 
a i 


Ö {t) 


a 


0 0 


+. £(x-3h „+h,+h )+ 2.7" fx-ch +h+h,).. 
= 


+ — ‚vf(x=ch, +h,+h,)... 


0 


2 av fs-ch,+h,+h,+b,). 


0 


Die nächst folgenden y’' werden wieder durch Reihen ersetzt, welche 


entstehen, wenn in der Reihe & statt x die W erthe 
x-ıh, + h, 
x-ıh, +h + h, 
x-2h, +h, +h 
x-3h +h, +h +h 


eingeführt werden. Es entsteht zuletzt, wenn dieses Verfahren weiter 


verfolgt wird, folgende Endreihe: 
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953) ix —f(x-1h,)- =.f(x-ch,+h,)- =. f(x-ch,+h,) 


+ 5: E(x-5h,+h, +h,) 


o 


- 2. Kx-h,+h,) 2. Kxcahurh) = onen can 
+ —. f(x-5h,+h,+h,) + —.£(x-5h +h,+h,) 
R 5lls-sh Hh,+h,) + —.1&=sh+h,+h,) 

aaa 


Wen .f(x-4h, +h,+h, +h ) + s e .£(x-3h,+h,+h,) 


() 


Be en 4(x-4h,+h +h,+h ‚) 


a,a,a, 


- eh f(x-4h,+h,+h,+h,) 


a,aa 
——, i{x-4h,+h,+h,+h,) 


ara, 
+ — 5 fix-5h,+h,+h,+h,+h,) 


[N 


oder | 
954) Veen a a, .Drta,, 1 ix 
Dasselbe Gesetz befolgt also auch v”’, v°,...., und es ist allgemein 
955) ex rar age are, ae 
‘. 256. 
Es seı 


956) V.$%= a,.fx+h,) + a,.fx+h,)+ a,.fx+h,) + 
x = b.fix+k,) + b,.fx+k,) + BRIKEKMAN 
RO x +l) +0. fx4l)+e.f&+l)#+..... 
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Kommen nun bei einer und derselben Function fx zwei oder meh- 
rere Bildungsweisen vor, so ist 

UBYPER 2." 100 0 a,b .fx+h,+k,) +a,b fx+h, +k,) + a,b, fx+h +k,)+.... 

Ä + a,b,.fxth,+k,)+ab x+htk)+t.... 

| +a,b.fx+h.+k)+.... 


und also 
> h hi h2 k k k 

JB y vn (a..Drta..[1 askı) 20) (Di "+b,.D "+b:D0°+..)fx 

Diese wiederholenden Functionen befolgen also das Gesetz des Ver- 
vielfachens und Messens der Reihen, welche Elemente bei ihnen auch zu 
Grunde gelegt werden mögen. 

Zugleich folgt auch hieraus, dass die Ordnung, in welcher diese ver- 
schiedenen Bildungsweisen vorgenommen werden, gleichgültig ist, oder 
dass 


959) VoıVo.k Varı rm Kos Va Vak Vor Van Wo u nel 
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b. Entwickelung von v'ix nach der Zunahme von x, 


ım Besonderen. 


‘. 257. 
Wir wollen, um die Untersuchung zu vereinfachen, folgende Grund- 
lage wählen: | | | 
960) vfx=a.fs +a.fx+h) + a,.fx+2h)+....+a,.fx+mh) 
oder nach der früheren Bezeichnung 
yexZetalk a. DK TAROD I HUREN ar 
Setzen wir aber fest, dass x immer um h wachsen soll, so ist es nicht 


nöthig, diesen Buchstaben in die Bezeichnung aufzunehmen; die ein- 
facheren Zeichen werden sein 
ie f(xg.h) 

und 

Hl). vi la +2,:0°r a. 0 Hate. ea.) 

Die nte Wiederholung kann nach dem Obigen durch folgende Zeichen 
angegeben werden: 
2103 Fan r.n.—P 


und 
vl lag In Hain 
— (Fit PFR.o\ + PB.D’ +... fx 
Es gelten also auch für die nte Wiederholung alle Gesetze, welche 


wir für das Polynomium in unserer Analysis entwickelt haben. 
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Diese Uebereinstimmung mit der Bildungsweise des Polynomiums gilt 


für jeden Werth von n; nehmen. wir diesenn=-1 an 


vi (P’fi+P’R.D' + P’B.D°’ +...) 
und vervielfachen mit y”, so erhalten wir 
vr ix= Be Den na dit 


oder 
963) watza PD ve ı Bun vi Den u ix höblehi.. u. 


Die Bildungsweise der Vorzahlen ist einfach und bekannt, Wronski 
gibt für diesen Fall, wo y”” aus y" hergeleitet werden soll, eine von 
der vorstehenden ganz verschiedene Reihe an. Wir wollen zeigen, wie 
diese Reihe, welche er durch ein ihm eigenes Verfahren gewonnen hat, 


aus unserer Reihe 963 hergeleitet werden kann. 


Es seien b,b,b,,...,b, die Wurzeln der Gleichung 


ı 


a 
(b +z)(b,+z) oo. (b,+z) Aera. > 2 1 te 4 Anz za 7 zZ” 


ın m m 


Nach diesem ıst 


1 
EKD ZILDELZ) En . ns.) 


zZ u 1 
a 


[a taz 4. ua.20 I 


| 
7 
nn 
fe 
ei 
BZUHN' 
en 
‘ 
[, 
® 
— 
re 
+ 
> 
ee.) 
= 
} 
® 
» 
o 
nn 
a 


-1 1 - -ı171Cı) „I -ı 1 - =-1j02) „2 
= urlbauba nn. „beihr.2# [B5 5,610 ze 
q, \ 
Es ist aber nach 593, wenn n=m, h=-ı und a== m gesetzt 
wird, 
Ä I 1 A 
b,b2,...,.b= I 
Binz: ::::B2ıb% | 


Wenn der Zähler nach 522 in die Producte 
Zr 
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[b:..:82:) Br - [bi Bea p2)" Br, +0 Orelbir2 0») .9> 


zerlegt, und zur Abkürzung 


964) [bb2 : :. :bittbt,,2:::b2) =B, und [bib: : : : :Br 2) mr 


g+ı 


gesetzt wird, so geht diese Gleichung über in 


ib... = or (B. N TAN. B..bir 


Es ist folglich 


Pop+) = OP —.[bi bi... ba] 


} 


= ae Be Bub, 4. OB..b7) 
Werden nun diese Producte mit v'f(x+ph) vervielfacht, und wird 


P=9%1%.... gesetzt, so entsteht folgende Reihe: 
Ho)y iR —(- oz Me { B. (biv*£x-bl".n"fCc+h)+br.y°klixtch) N #1 


-B. (bev’fx-b5\v"fixh) Fb RV Hehe 


+B. (b2.v°Bx-br’"foctHh)4bz.p"föcteh) Rh. 
AB, (bu.vfx-bovsHh)+bz.lotah) =...) 
Diese Reihe 965 gehört dem Herrn Wronski an, und unterschei- 


det sich dadurch von 963, dass in 963 die Vorzahlen der Reihe für y""'fx 


aus den Vorzahlen der gegebenen Reihe 960 ‚„ hingegen in 965 aus den 


In - - > 7 - . \ 
Elementen, woraus die Vorzahlen der gegebenen Reihe 960 zusammenge- 


setzt sind, gebildet werden. 
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Wir haben diese Reihe 965 aus der Reihe 963 hergeleitet. Wir 


wollen jetzt zeigen, wie sie unabhängig von dieser Reihe 963 bewiesen 


werden kann. 


Man setzt in der vorgegebenen Gleichung 960, x=gh, vervielfacht 
sie mit (-)"M 


(-)'M""vf(x+gh) = } 


= (-)' \M va f(x +gqh)+M "afx+(g+1)h)+t.. + M“?a fc-Hq+myh)]| 


setzt kierin g = 0,1,2,.... und zählt alle Gleichungen zusammen; es 


entsteht folgende: 


Mvfx-M'"vf(x+h)+M""vflx+2h) -..—=Kfx+K fxth)+K f(x+t2h) +... 
wo 


ae (0) =) (=2) EN. kW, 
K — M .a-M .a,.,+M A. aieters ( ) M A, 


me] 


— | (b,, DEREN ».) et | SEEN RE 2 ie 


N e (m-p+1) ik ın-1 | 
po RR Nbaslis.ccb b;') 


m-1ı 


= ® . ® D ® O D . D ® ® ® ® . 


(2 Ib, Aero b.) mir | h! res ketsu hen he Id 


Die Producte, mit welchen a, vervielfacht werden muss, können 


nach 596 summirt werden; man findet, dass 


K, = SENDE BaNS hr. pr N. che b;) 


P#+ı me-ı m 
Da die Gleichheit zweier oberen Stellenzahlen die ganze Sunime 
zernichtet, so verschwindet K, für jeden Werth von p nur nicht für 
p=o und es ist 


Kr aeabrhin ie. be bi) 


Da nun nach 378 
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| B:2...12.,b2)= b.b,.b....b,.|D'b°...beztb> \=1b: a 


-ı 


so ist K, = a.[b!b2...beb.) 


0 


und folglich | 
ar Mrd San ir MU” vf&+h) + MO vf(ix+2h) 12... Hu nn 


Zerlegt man nun noch M‘”, MC”, M“”,...., wie es oben gezeigt 
ist, und vervielfacht mit v’”’, so erhält man für diese Reihe diejenige 
Form, welche ihr Wronski gegeben hat, und die hier mit 965 be- 


zeichnet ist. 
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GrEntwickhelun D OnEWDERWON VER LVA NE A 


WARTEN 
Diese Entwickelung kann auf jene in 875 zurückgebracht werden, 


. PET 
wenn in derslbenn=w, m=s, Q=v’rAa und 


Bar bh Ze He ze I vErtssA er 
also 
KIENDRELRDEZ, 0 BO) et WAT 
gesetzt wird. Nimmt man nun wegen der Kürze an, dass 
w w w: v4 
a REREN En Pu a Tee Sl Digr 
ee le 
w.Y +(w+1.9).V.0D°+(@w +29... 
(vra3) en ((a,+a,.0'+a,.0° EN )(1+ 0)" ): — U 
so ist 


966) vaio URS IE vr 


w 


HR Urt Sprräräfe + h) 
w-1.,5$S . 


+ RU T IT ee &h) 
w-2,s 


+ . . E . . . . . ® . . O ® ® 


Die Aufgabe kann allgemeiner gestellt werden. Es sei 
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vx=a.kx + a.fx+h) +a.fxy+2h)+.... 
und Ä 
va&=b,.f%k + b.fx+h) + b,.fx+2h)+.... 
und es kann verlangt werden die Entwickelung 


warm A, mat + Ar.v’attfixıh) 2 A, viratfteh)...., Al 


Zur Entwickelung dieser Reihe sind die Wege in der Theorie der 
Reihen angegeben, und wir überlassen dem Leser, den geeignetsten selbst 


zu wählen. 
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De Entwicokelung VOnWwaHrk),nach vv an 


i. 259. 


Wenn 
vix = a.fx + a,.fx+h) + a,.f{x+2h) + .... + a,.fx+mh) 
so lässt sich f(x +k) in folgende Reihe entwickeln: 
SOTyEestk) = Hi, nie ach vif + H' .v’fx Hisl cn 
+ H}'.f(x+h) + H’.v'fx+h) + Hv’foıh) + 2202.. 
+ HS’ .f(x+2h) + Hi” .v'f(x+eh) + H° .v’f(x+eh). + ..... 


ns ® . 1} L} ® ® ® » . ® I} ® ® . . [I “ ® . [} 


+ H £(x+m-2)h)+HIv'fx+m-N)h)+H""v’fix+#m-1)h)+. 
% 
Sie wird dadurch gewonnen, dass man aus der Gleichung 


rm 


w a ar ar. Br era ll 


die Reihe 


a AR a a A RE 0 PerlaLe 
EB 5 BA a ee ER. ISUTk, 
+ (ar DIN VE], Hays ar. Sea. 


entwickelt. Da wir dieses Verfahren schon in ). 235 vorgelegt haben, 
so wollen wir nur noch einige Beispiele hinzufügen. Es seı 
968) vfx = a.fx + b.f{x+h) 


und f{x+k) nach den Potenzen von vy zu entwickeln. 


Es ist v=a+b.o foelih 0'=-- x Be 


Fe 
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hr a,“ wu Re Di DIR 
U =i-— ---) ZI =— = 14 —.ono.... 
5) x: | 5) x(i SSR 


mithin 


BR eh es le & 5) 
‚b 


X . 
oder wenn u = r gesetzt wırd 
1: - 


SEEN TER: Mer k k(k-ıh) ,, g 
IK re a [ats Eingenme “JR VERRCTFTETR ; 3 see ee 
ER er | Kl ba aba 5 


Dieselbe Reihe findet Wronskı Seite 113 aber auf einem ganz 
anderen :W ege. 


Es seı 


970) vix = a, .fx za, .f{x+h) + f{x+2h) 


Man sucht f{x+k) nach den Potenzen von y zu ent- 


wickeln. 
Es ıst nach 886, wenn dort m=m-2 gesetzt wird 


(m-q-5-2)""* am-a-2s-2 
ne [2 Ar 


(g). — RE ie 


also nach &88 


m=-s (m-s- 1)" m=-2$ 


MU = (-) EWG 
REN BR (m-s-1)""' KT 
Ay Bi == (-)" S-1 — Hi 24-1 


1, 


und. DL. aM ir sonne a 


3 s. 
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-ıl-1 
are m=-5 s.(m-s-1)' , 0 -2 
371) N gr (-) jet DL a,» a, ; 
1-1 
ms, (S+1).(M-s-2) De 
n. (=) yılı or s a, ’ a, 
| & ERBE SYB E29 2b 
+ ) gaıı gel 2 a, ' a, 
> ® ® ® ® . ® ® ® . ® ® ® 2 
und 
sl-ı 
ESS HBER m-3-1 (m-s-1) 0 „|m=2s-1 
Nat) rer. a, 
s+ıl-1 
m=3=-2 (m-s-2) 1 _mers-3 
+ (-) FELL gr .a,.Q, 
s+2l-ı 
m-4-3 (m-5-3) 2 „m=2:-5 
ar (-) zit jerzlı .a,»q, 
ie [) D ® . ® 0) f} ® [) } ® . 
Wird nun s=0, 1, 2,.... gesetzt, so ist nach 898 
I a NN ee N EN ee ara 
+ (N Pe: Ne >42 Nerv. 75 NV + eo..." 00. Yan 
oder 


Dreh hmh) = NS. Ha N pie + Nu Be... 


+ NV. £x+h)- N .v'fx+h) + N v’fx+h) =... +... 


1“ .. . . 
Setzt man m = 2,59 erhält man die verlangte Entwickelung von 


f(x+k). 
Dieselbe Aufgabe löset Wronskı Seite 115; unser Verfahren hat 


aber mit dem seinigen nichts gemein, 
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E. Entwickelung von v"fx nach den Differentialen 


von v"fx. 


6. 260. 
Es sei 
0fx = f(x-+h) 


und 


973) vx = a.lx+gh) ra, Be +(S+ ıv)h) +a,. f(x + (g+2v)h) a 


En (a OT ee DE )fx 


Da f(x+g.h) vermittelst des Differentiirens von fx in eine Reihe ent- 
wickelt werden kann, so kann auch vfx und allgemeiner v’fx durch 


Differentiiren von fx dargestellt werden. 


Wir können, dav" — "= — y"” xy", diese Untersuchung er- 
weitern, und v"fx durch Differentiale von v”fx darstellen. Es ist näm- 
lich, wenn wir 
2... 0° 4a, De me ep 


v"fx — CRHti x D (n=-m)g “% P®f2. n (n-mig+1.v a Pr A Ele er Kureh fx 


D’fx = f(x +ph) =| 1 [22] (Bar (=) + - Be 


6) 
- 


a 


ae \dx rs ? Er dx 
also 
n-m u-myf | ey "or ) 5 (n-m)'o' hd z 
Den it, RB “ had RAU. ar 
v fx sb | a“ 5) ne en ER 


1 


M Bet ((n-m)g+1.v)° Ei 4 (n-mig+1.v)' =" hl Is 


oli dx PET a L m 


»f« [ ® ® @ o @ « ® 
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setzen, und die letztere Reihe mit y"Ix vervielfachen, die Entwickelung 


von v'fx folgende: 
h’.Pd’yFLx 
dx!‘ 


a u Tango "sl 


h' d’v"fx _p h’ d’v"fx 


2 74 H dx’ 


wo 
975) P = ((u-m)g)!.P""fı+ ((n-m)g+1.v)P"t2+ (n-m)g-+2.v) NER Hae nee, 
und P die obige Bedeutung hat. | 

Wird hierin m= 0 gesetzt, so hat man die einfachere Aufgabe, 


deren wir ım Anfange erwähnten. 


Diese Bildungsweise findet man zuerst bei Wronski Seite 126 


und 132 mit 154 und 160 bezeichnet. 


i.. 261. 


Auf gleiche Weise kann, wenn 
976) De Un a et RE A TE BEN Re. 


ch, LIE SEND Maris ae + DEI TERN RER 


v,fx 
ist, das Product v!v\,A’fx durch Differentiale von fx dargestellt werden. 
Denn wird 

zoo 


alas alu Eignieha.. 


bin" +: beein Eu 
(BA HN 


(n.g+m.1)".(PFONaı + (n.grm.i+i.v)" 
gesetzt, und das Produet 
ep" OK F n n-g+m.i di (B* OrJf2 ; ang a fx 
Ha aRANcheR 
| - Fe it: | 


dx rar Vdr 


EAN EA 
=[2 Ey A, 


0 
dx ae 


olı 
yelı 


mit der Reihe 
74. * 
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| ha\? et aihieifE*s 
fx (Et, ![_ ERITIES 
alfx | fi (7) ee F «h 


x 


vervielfacht, so entsteht die verlangte Reihe 


| haıt hal 
7. ymafx — MD a Ag B 
97) vrak— [». 3 (5 x 
wo 
978) B, = —.A.Etı 
1 
B, = nA, E24 mA, .Et 


a 1 E 1 y 1 4 
B, Be je Au EB 4 m A, E24 nA, Ef 


und wo E'tı, Eff2,..... die Vorzahlen in der Reihe 916 sind. 
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F. Entwickelung der Differentiale nach den Wieder- 
holungen von v. 


262. 
Es seı 
979) vFz =a,.Fz +a .F(z+t) + ..... + a, .F(z+m) 
Man entwickele folgende Reihe: | 
d'tx 


980) LT Arndlstzh) + Ally Ytzh) + Al, vf@ezh) +... 
. X 
An Kosa4nh) + Aw fSHeH) + AV RCCHZENh) 
HAN SSHZ4Nh) + AN wEsHarh) + AN, VICHZHNh) + 
n. 


+A, „„forrz+m-0)h)+A,_,,vI&#+z+m-1)h)+AN, „v’forHz+tm-1)h)+.. 


Dieser Reihe erwähnt Wronski oft, ohne ihre vollständige Ent- 
wickelung zu geben; wir wollen die unserige hier mittheilen. Setzen 


wir zur Abkürzung 


d’fx | 
a 
i Sdx" 
so 1st 
Kezwzh) ON ch ER War ERBE zZ, 
und 


A A N 
v’f(x+z+1)h) = X .h’.y’(z+)’+ X .h'v’(z+1)'+ X ..h’y’(z+1)’ +... 


f(x +(z+m-1)h). = X..h’,v(z4m-1)+X .b’.v?’(z+m-1)' + 2..2..%, ne 
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Diese Reihen werden nach ihrer Folge vervielfacht mit 


Yu 


pP), = | 
"oo,=o| 
| 


v.(zt1)2 v’(z+2) vXz43)’.... vuztm-1) 
V 


u 


*(z+0)° vi(z+2)' vrlzt3) .... ve(ztrm-i) 


— 


v’(z+0)". v’(z+1)' v’(z+3)’ .... v’(z+m-1)” 


m 


""(P)a-, = | v’(z+0)’ v’(z+1)' v’(z+2)’ N v’(z+m-2)” * 


und alle zusammengezählt; es entsteht, wenn zur Abkürzung 
(p) -v’ex+z+0)h) -(p),-v’i(x+(2+2)h)+...(-)""(p)... vfx+tztm-1)h)=e(p) 


und 


DT ET re m 

mei | 0 1% ? Br m+g=-1 (q) 

ui |-v"(z+0) v(zH1)" 20... vez+m2)" vrlztm-1)"" ZB 
gesetzt wird, die Reihe 


me 


Ep) ep ah A, eh Rn Net. 


Wird in dieser p=o,1, 2, 33...... gesetzt, so entstehen die 


Reihen 


ze! 


O0) =. 0) 5 ee 0 RR DS oe ee. Ne ee 
El). in Re I Re u 


pn 8 
OD 2 ER N et 


aus welchen durch Elimination, wie es in $. 183 gelehrt ist, X,_,,» X.» 


X 


gefunden werden können, nämlich nach 664 


mp) **®° 
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Ar a RR Ra 6 TER. ARE 


ori Fe ann 1°) looı a "> on) 
BEL REED ) 0: 
A 
j 5 


a 


{0),0ı) (n-2) (m) a 
BER IDEE ne 


=) 


094 ER: Aueh nr %n+1)) 


EA ERS E 1 04 N re 


Wenn nun in diesen Producten mit Versetzungen nach 515 die Fac- 
toren 00, ®1, ©2,.... herausgestellt, und alle Producte nach @0, 91, 


O2 ,...; geordnet werden, so entsteht die Reihe 


951) Mer X ae re Re 90 nn Ars 91 + A 9: Tu SUR ı\ 


n2n+m=?2 


aus welcher die verlangte Reihe 980 entspringt. 
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Zweite Abtheilung 


wenn 


Pi — AN (DEKA ar) EA Re ee 


GBR: 


Eine zweite Art der wiederholenden Functionen sind z. B. 


sin Isin(sin x)) „ cos (cos(cos x)) TE Ite(tex)) 8. 


Bei diesen kann man, da 


h x x’ x 
SLLEANS — m + 0 -,.,.1H% 0.0 0+0. 
1 128 122.2374.,5 
nicht setzen 
® « 3 “ 5 
; 2 sınx sın (x sın (x 
sın (sınx)= — u sin (x) nn sin (x) Sen. .e. Te En 2 . 0 o 
1 ne 1:0 Sure 
sondern 
ER. sinx)" sinx)’ 
sin (sinx) — X) _ (sinx)’ 
1 132,8 
BE AR ; 1 x x’ - 
— _ —l— ı& 2. eb em! age DD nn + ,., ee 
1\1 41.208 19% 34 1.222335 


und so auch bei den übrigen. 
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Diese Art wiederholender Functionen, welche im Substituiren be- 
stehen, hat zuerst Tralles bekannt gemacht, und zwar in einer Ab- 
handlung, welche von ihm im Jahre 1811 der berliner Akademie über- 
geben, aber erst im Jahre 1818 in den Denkschriften abgedruckt wurde. 
Wir erwähnen dieses besonders, weil nur ihm das Verdienst angehört, 
diese Functionen zuerst aufgestellt, und in die Wissenschaft eingeführt 


zu haben. 


” 
Der Weg aber, den Tralles eingeschlagen, führte ihn fast zu keinem 
Resultate, denn nur eine Wahrheit, welche wir mit 997 bezeichnet haben, 


ıst das Ergebniss seiner mühevollen Arbeit. 


53 
Wir haben hier eine allgemeinere Reihe, als diejenige ıst, welche 


Tralles wählte, zu Grunde gelegt, zugleich einen anderen Weg bei 
der Untersuchung eingeschlagen, und sind durch Hülfe unserer Analysis 
zu mehreren Wahrheiten 986, 987, 988, 990, 991 gekommen, die neu 


und ein Gewinn für die Wissenschaft sind. 


Wir wählen für diese Functionen eine sehr allgemeine Form 
982) Pi A ED RAN ET EA ER Eich ein an 
Die ursprüngliche Function ist 


b b+1. b+2.0 
ER: WS SE 


Die nächst folgende wird nach 982 gebildet 
= AK) FAT FAT re 
und aus dieser die nächstfolgenden fx, f*x,.... Werden die Geschäfte, 
welche hier durch Zeichen angegeben sind, vorgenommen, so entstehen 
mehrere Reihen, welche nach den Potenzen von x fortgehen. Diese Reihen 
lassen sich in zweien Fällen in eine einzige Reihe vereinigen, entweder 
wenn b=0 oder wenn b= 1. Der erste Fall biethet im Allgemeinen nicht 


A 
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viel Stoff zur Untersuchung dar, wenn nicht besondere Eigenschaften der 
... ihn herbeiführen. Es bleibt daher nur 


Vorzahlen A,, A, A,, 
der zweite Fall für die Untersuchung übrig 


i. 265. 


Es seı 

983) Fra, ER) Ra rn. 
Die ursprüngliche Function ist | Ä 
984) IX A,.xı RAN Eidsgnent Aue 

und die erste Wiederholung - | . 


res rA er + AR, + Aliifx) ehr 
la" FA ER) failz!* 


Ar TER) StR 
TA.) Hi 


EN a. 


= A KERN) Die HAN Ih) 
re ya 
Die folgende Wiederholung erzeugt eine ähnliche Reihe, und die nte 


Wiederholung folgende 
I, SL Kr PIE KIT). (Px)fa.x't+ 


eu o oo —“ 


Das Bildunessesetz der Vorzahlen ergibt sich, wenn f”x statt x 


rm (er). FRE ER) (RB. (Pix) 


und 
(f le Be (£ x), HD. X RE Ka Hr RR af, yırır r A 


gesetzt wird; nämlich 
ar) Aa, Px)tp +... rip. ker) tee 


Da n und m verwechselt werden können, so veranlasst dieses zu 


folgender zwiefachen Bildungsweise: 
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96, Sp (Fxdki.(f"x)'tp un p 
+ (Eix)fe. (FrR)'"tlp-1) + Pf. (iR) flp-i) 
+ (Prx)fs. (Erx)'t"flp-2) + (Pb. (Pix) "flp-2) 
Feh eat na, oh EB ar ee NER BE TI Far a ja | 18 
+ (Pr)fp. tet + (Pajfp. (x) emnf 
1. 266. 


Bildung der Vorzahlen. 
viel umfassender ist, und zwar dadurch, dass wir in der Gleichung 986 
p-h statt p setzen, die Gleichung mit (x +hß).(£”x)'*""f(h+1) vervielfa- 
fachen, h=0,1,2,...,p-1 setzen, alle Gleichungen, welche hiedurch 


entstehen, zusammenzählen, und nach unserer Analysis Seite 59 Nr. 37 
a. (Ex) (ER) Elp-s) ee) 
N wi 


+ 


Die so eben gefundene Gleichung enthält das Grundgesetz für die 


++ Pp-5-1) 8). ER) p-S)(ER) 


En . 
setzen; wir erhalten. folgende Gleichung: 


987) 


BEN IE NE ae 

(2+5). (Ex) pr). (fix) te 

en N ED ARE En N 
+ RR. RP 


se e ie (P-1) | ESS EEE fp { (f’x)fı 
2+g.a 


(p-2) a2) fx Pt rdagln_ ftx \8o 
+ [« + ae MER ep-1). Ex )l2 


(p-3) (1+q.a).8 m .\2+(g+2).ag r D.\E. 
. (= + ET ef) Kp-2).(Üx)f 


RUE N RETTET EB LONCNET 
“ | & + ER Be) ES EEE NN 


2+(q+p-1).a 
79* 


Aus diesem leiten wir ein anderes her, ‚welches 


(Ex) f(p-s) 
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welche das allgemeinste Gesetz für die Bildung der Vorzahlen enthält, 


denn n, m, q, &, ß sind Grössen, die nach Willkühr angenommen. 


werden können. 


Seizen wir ß=q==0, so erhalten wir wieder das Grundgesetz 986, 


von welchem wir ausgegangen sind. Nehmen wir aber an, dass 
a (1-p).a-—2 ra (1-p).a-1 .ß 
a a 
so entsteht die Gleichung 
988) (+ pa) RB Ren 
| + (1+(p-2).a) . (£xR)Ep-1). (ER ER 
EEE Sie > Ep. are 
\ \ 
+ (1+(p-p).a).. (fx) SR) I SEE 
— (1+ (p-1).a) .(E’x)fp 


welche für die Bildung der Vorzahlen sehr wichtig ist, wie sich bald 


zeigen wird. 


‘.. 267. 


Alle diese Gleichungen 986, 987, 988 geben die zurücklaufende 
Bildungsweise der Vorzahlen in der Reihe 985. Die unabhängige Bil- 
dungsweise derselben ist mit vielen Schwierigkeiten verbunden ; wir ha- 


ben aus 986 für die ersten Glieder folgendes Gesetz gefunden: 


989) RI et 


und 
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990) As) Use ESS Sr Art 
Kruste oe AA, 
a TE er ae Te PP rahRN 


A,’ -1 A" -1)(A,"-1) 


Wir überlassen dem Leser die allgemeine unabhängige Bildungs- 


weise selbst aufzusuchen. 


\. 268. 


Für die verneinten Wiederholungen erhalten wır aus 988 eine sehr 


merkwürdige Wahrheit; setzen wir nämlich n— - m, so wird 
991) Ep (1 + (p-1).0).(Ers)fp 


1 


f”x UST TR 
1 + an ” P 


oder ep. 
Diese Gleichung zeigt, dass die verneinten Wiederholungen aus den 
bejaheten Wiederholungen nach den Gesetzen des Polynomiums hergeleitet 
werden können. Nach diesem finden wir, weil 
re ee IE ER RE 
dass 


1 
1+2.2 


992) eat er te ERETT nr 
1 1+1.A. 


m 


und wenn f"x statt x gesetzt wird, dass 


ee Er er 
ee (ER re 
1 a 1+1.a 1+2.4 


Nehmen wir den einzelnen Fall, wo m=1ı ist, so erhalten wir die 


Reihe 
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04 1 — zu 1:€ f ı 1 1 R J -1-1l.ag Y ı 1+1,a a ı 
9 ) | x ; (x) "fı.(fx)' + Enpe (f'x) ZILER) - 


.c 


welche auch nach unserer Analysis Seite 72 durch Umkehrung der Reihen 


entstehen muss. 


Ist z.B. 


fx= sn x = 


x RT x 
1 


soistt x= sin: x 


= .(sin:x)"Fı,(sin:x)' + — .(sin:x)"fr(sin:x)’+ * ‚(sin:x)”’E.(sin:x)' he 
1 3 5 


=—. (sin:x)' + — . (sin: = + 


.. ® ® 


. (SIN!X)’ +... 


und 
=] 1 an lye ‚A 1 N 
sin” : gan lm) hixtı 2, (mer Ried r.n.. 
1 3 
1 > 1 12478 
ie Hr ——.R tr IT a, 
1 Aa! 2,4,5 


1. 269. 
Die nte W iederholung von fx lässt sich in eine Reihe, Seurıngt nach 


der Wiederholungszahl n, entwickeln, so dass 


995) xt Bi + Deu 2 Band + BDusee :, are 


Die Vorzahlen ergeben sich aus den Gleichungen: 
Hixi Bi 
fx — B +B.ı 
fx =B,+B.2+B,.2.1ı u 


welche entstehen, wenn no, ı, 2,... gesetzt wird; man findet, dass 
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996) DEEPR 
1 : L 
Bm Fame 
14 me Ben (Üx-2.fx + fx) 
1? 


Es ıst folglich 


- u 
997) UxX co f’x en 
olı 
m. 
- vr [) (x ar fx) + 
are 1 \ 
+ —— . (fx-2.fx + fx) + 
5 
n?*! 
3x 2 ; fi 0 
FG ‚(Üx-3.fx + 3.f'x-fx) k 
+ . . 1} [) ® ® 0) } [) ® ‚Ik E7 
oder = (delt (£-1))”x 


Von dieser Reihe ist der Uebergang zu der Reihe 


998) Ir Een EN 9 Gr N, 


‚(£-1)x 
.d-1)'x 
.(£- 1)’x 
.(£-1)’x 


leicht, und besteht darin, dass n’”* in Potenzen von n aufgelöst wird. 
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Dritte Abtheilung. 


Perıodısche EFEunecetronen 


Unter den wiederholenden Fünctionen der zweiten Art sind besonders 
jene merkwürdig, welche nach zweien oder mehreren Wiederholungen die 
ursprüngliche Function wieder erzeugen; ist z.B. 


Pr 


OxX we ne © 
so 1st 
QO'x =a-0x =a-(ax) x 3 
folglich 
Dis Dosen Bu u ar 
und 
red iR (D ERBE RE en 
Oder ist | 
’ p) 
OXZ= 
2X 
so ist 
0x = AR Srak. I-xX 
2-08 ex 
ie N 
2-0°xX x 
2 
o'x ans an 38 
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und also 
or exe m... — 
2=X 
DEREK DER DEE a a 
; | 1 
px -px=psogok- Be Manz) 
| x 
px = px ee x 


Andere Functionen erzeugen bei der dritten oder fünften, .... Wie- 
derholung das ursprüngliche Element. Man kann sie periodisch 


wiederkehrende Functıionen nennen. 


0. 27 
Diese periodisch wiederkehrenden Functionen lassen sich auf folgende 


Weise aufsuchen. Es sei 


es sollen a, b, cs, d so bestimmt werden, dass 
Qoxm=x 
Da 
x a+box a(b+c) + (ad+b’)x 
9x 0+dgx = adlao’+debreo)x = 
so müssen folgende Bedingungen erfüllt werden: 
a(b+c)=o 
d.(b+c) = 0 
ad+b’ — ad+c’ oder (b-c)(b+c) = 0 
Allen dreien Gleichungen geschieht Genüge, wenn b+c =o odrb==c. 


x e 5 
‚so ist auch @’x—=x 


Ist al er un: 
2a Y SEE RR Re < 
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WIR 


a a+bx 
Eben so verfährt man, wenn e— 


und 
c+dx 


O’x=x sein soll. Es ist 


». _ a+b.ox _alb+c). + (ad+b’)x 
! | Bi c+d.px ad+c’+d(b+c)x 

 _ a+b.Q’x _ alad+berb?+0°) + (Jabdracd +b*)x 
rer c+d.9°x 7” abd+2acd+c’ + dad + be+b’+c’)x 


Fi 


Die obige Bedingung wird durch folgende Gleichungen erfüllt: 


aad+be+b’+c)=o 


d(ad+be+b’+c) = o 
zabd+acd+ b’ — abd+zacd+c’ oder (b-c)(ad +bce +b?+0)—= 
und allen diesen geschieht Genüge, wenn man annimmt, dass 


£ b’+bc+ce’ 
ad+be+b’+c?=o oder d Zen 


| a 
ala+bx : | | hei 
Ist also x — EDER ‚ so istauch £’x= x, mithin 
| ac-(b’+bc+c’)x | 
Ox Se ob Dex Zee x 
| +ala+bx) 
x=eooxolx — RETTEN R 
? % 24 ? ac-(b’ + be + c’)x 
2 5 8. 11 — a(a-cx) 
X Same as — X SrEn; IR u ae 0000 u BEE CK N EEE EN EIOTET T 
v ? ? p ab+(b’+bc+c’x 
11.073; 


- 


Wir wollen diese Untersuchung verallgemeinern. Wir nehmen 
an, dass 


. 


und suchen erstens die Gesetze, denen bei der mten 
D 


Wiederholung von 


10) 
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D”x or; A,„+B,.x 
a G+D,:x 
dıe Grössen A, ; B,, C,, D, im allgemeinen unterworfen 
sind, und zweitens die Beschaffenheit der Elemente 
a, b,c,d, wenn @x eine periodisch zurückkehrende Func- 


tıon oder wenn pe sein soll. 


Die Gesetze für A ,‚B,, C,, D, gründen sich auf die verschiedene 


atm 


Bildungsweise von @""x; es ist nämlich 


A,+BApx  AU4B.9% 


I Ne N ee EraEReE: 


oder 
| A +B x A+Bx 
A+B.-z = A BANEIFI 
AUICHB..N KR R 4 0E#=-Di x er An GG +Dx 
A Re As BY. I 3052 A+Bx 
m+n m+n (' D \ m _m 6 D Ben n 
Mi n G,+D,.x ın ım C+Dx 
folglich Ä 
999) AR A AOTT BANN ER Ar 
EINE A DSB Dee URS DO EN 
GC. =D-A#+0.0,:= D.x+C.e 
< ur Der GR ZUDEDBSEG ‚D 


Diese Gleichungen enthalten das Grundgesetz, aus welchem mehrere 
andere hergeleitet werden können. Unmittelbar aus ihnen ergibt sich 


folgendes ; 


ARSCH B- Dx 


Da Ele a CH iD: 


Eine zweite Folge aus ihnen ist 


1009), B,,..0,,,- Au, Da = (BIC, AL »D,) (BC, A, .D,) 


m+n m+ 


aus welcher Gleichung, wm n =1,m= 1, 2,3,.... gesetzt wird, 


folgende entspringt: 
76 * 
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1002) B,.G,-A,.D, = (be -ad)* 
Eine dritte Folge aus 999 ist , wenn zugleich auf’1002 Rücksicht 


genommen und m-n statt m gesetzt wird, 
1003) BIER AS. DI — Bccha.d 
CE, -4A..D, =(...b.e-.a.d) 
BCE CB Be ae ea 


n-n 
Viertens erhalten wir durch Zusammenzählen der Gleichungen, wobei 


die Gleichung 1002 berücksichtiget wird, 


Are ze .C, + B..A, 


be ° A, = A, (Aus D + Be .B,) 


De AR IBESBA(AN MOB N) 


men men 


und so auch durch drei ähnliche Gleichungen für B,,,, C,,,; D ,., welche 
sämmtlich nach den Grundgleichungen 999 gebildet werden, folgende vier 
Gleichungen: 
10) NE Re 

B,.n = B..(B, +C,) - B,_. : (be-ad)" 

| G., = 0b eG) - ,.. . (be-ad)* 
= D,.(B, +0) -D,_.- (be-ad)" 


8 


au+n 


Diese letzten Gleichungen enthalten eine einfache zurücklaufende Bil- 
dungsweise, und zeigen, dass man wenigstens zwei Glieder kennen muss, 


wenn man die übrigen bilden will. Da nun 


A. a EBN oh SAH et „lg 


ı 


A,=a(b+0) B,=b.(b+c)-(be-ad) C,—= c.(b+c)-(bc-ad) D, —.d.(b+c) 


so können nach vorstehenden Gleichungen. alle übrigen Grössen A, , B,, 
. A_ 


6, D, aus ihnen hergeleitet werden. Zuletzt ergeben sich. aus 999, 1000, 


1004 noch drei andere Gleichungen 
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1005) a.B, = b.A,-(be-ad).A,., 
- a.C, =c.A,- (be-ad).A,., 
BD dA 


‘ durch welche B,, C,, D, aus A, und A,_, hergeleitet werden können. 


Vorzüglich wichtig sind die Werthe von A,, B,, C,, D, und beson- 


D zu den Gliedern mit 


6) 3 


ders auch das Verhältniss von A_,, B_, C 
bejaheten Stellenzahlen. Wir finden die ersteren aus den Gleichungen 


1004, wenn wir m=n==1 setzen, 


„ur 


—=A (B +6G)- A, (be-ad)! 
B,=B (B, +6) - B,(be- ad)’ 
C C(B, +C)-C,(be-ad)' 
D,=D(B +CG)-D,(be-ad)' 


und es ıst 


1006) ea B=1, Gr 4 10 


0 {er} o 


Die Glieder mit verneinten Stellenzahlen erhalten wir aus derselben 


Gleichung 1004, wenn wir mZ= 0 annehmen, nämlich: 


1007) An AST beaade SB HC; be=ad)r 


GC. =+B,,.(b.c-ad)” 5. D, = -D.:(he-äd)” 
Aus diesem geht hervor, dass 
10038) Alozeren (hce>a0y 7 ,t , 


B,=+c.(be-ad)" 
C=+b.(be-ad)” SLR 
C_, 


= -d.(be-ad)" 


ı 


i 


sh 


UITLEDICHET AR NH a Dept, 


-1i 


u DD — nd, ywie 


man wohl aus 


tg 5 a Ic HE 
mm RB IE oder yielmahr,.aus-@ "2. „— = 
j e+da@"x b-d.x 


schliessen könnte, 
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Gehen wir jetzt zu der unahhängigen Bildungsweise von Ar. B: sin, 
D, über, so erhalten wir aus 1004, wenn wir zur Abkürzung 
1009) b+c=h und ad-bke=k 
setzen, folgende Werthe 
A: =a 


a.h, 


ee 0 
I 


A, = al’ +k') 
A,=al(h’+eh'k') 

A, =alh’+sh’k' + k°) 
A,=ach’ +4h’k' + sh'k?) 


und allgemein , dass 


1010) A — a. [hr eh, ieh nn .k+ m) 2) Ta ol 
1% 


Es ıst daher für 


a+bx 
ce + dx 


BxX ZZ 


die mte Wiederholung 


a.A, +(b.A, +k.A,.).x 


1011 a a a ru TE Er ER 
? (e. A, +k.A, ,)+d:A .x. 
wo R 
ke „a2 EN, ee iu (m-3)?! 2, kei ; 
1012) h + So 2,b" RK en BER a Ren SR en 
1 rg sr 
02..974; 


Wir gehen jetzt zum zweiten Theile der Hauptaufgabe, welche wir 


oben vorgelegt haben, über, nach - welcher un 
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DIRESER. 
sein sell. Diese Gleichung fordert folgende Bedingungen: 
a0, Der eBe 


oder aA 90, BORN. 0 und 


b x HK Acc. Art ku asemoder: (l=c1A} —ela 


n=-i 


und allen. diesen dreien geschieht Genüge, wenn A) = o, oder 


9 ıl-ı al-ı 2 in 3l-ı 
„ku 2) he 3 k ı Baglie a: a: 2 BR 4) 3 1! k? 


ılı 3l 
1 1%, 


oo...» = =0 


Um die Wurzeln dieser Gleichung zu finden, setze man k = 


| a ‚) dadurch wird 
2,008. 


Da 37° I piiepazt ni s)as 0 
NS Ense | ‚[@eos:9" - Eier .(2C08:J) 4 (e00s:H) — .) 


2 COS 


| | hr sin nd 
oder ee AUFDNere 
| 2c0sd! sind 
n P R a n p-7 
Diese Gleichung gibt an, dass A, verschwindet, wenn co = ish, 
° IE 
wo Dana na under Srais 
Aus der obigen Gleichung 999 
b+c\' 
ad -:be. = - | 
| 2c0sd 
ergibt sich zuletzt der Werth von d nämlich 
al 0 Aa \ 
b’_2.b.e.cos rc 
1 n 
d=- —. 
2a 2P 7 
1 <»7COS 
n 


welcher in die Function EX einge eführt werden muss. 
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Ist also 
2a. ( + cos —. (a + bx) 
| n 
OR 


2pD7 AR 2D7z 
Ba 1 )-[p’- be.cos 274 0*\.x 
n n 


so ist auch 
DERZEIT 
Diese Gleichung 1013 findet zuerst Horner in den Annals of 
philosophy Vol X London 1817, Seite 344. 
Ist n gerade, so lässt 


Dia 


vr 


n AH s n—1 er . 
— 1 Auflösungen zu, hingegen —- Auflösungen, wenn n ungerade ist. 
9 2 »2 \ =. 


P" und 9° heben sich gegen einander auf, und zwar nur dann, 
wenn sie unmittelbar aufeinander folgen, aber nicht, wenn noch eine 
Functionsweise zwischen sie geschoben wird; wir wollen das, was durch 
Pf" entsteht, mit \) bezeichnen, so dass 

AR dx 
Wiederholen wir diese Geschäfte in derselben Ordnung wieder, so 
heben sich zwei von ihnen auf, und es ist 
2 ro -1 LEN ur -ı [2 
vı = oo) = Fox 
und eben so, wenn sie nochmal wiederholt werden 
s 
3 er SA uf, Tan -1[3 
| vx=o'igo"fox) = Torx 
und algemein | 
Fe -1 . ER -ı pm . 
1014) Ist yx = 0"fox , so ist Y’x = Q "fix 


Oder statt 3m werden nur m+2 Geschäfte vorgenommen. 


609 
‘. 276. 


Dieses gegenseitige Aufheben der Functionen bei mehrmaliger Wie- 
derholung in derselben Ordnung führt zu wichtigen Resultaten. 

Ist nämlich fx eine solche Function, dass ihre nte Wiederholung 
das ursprüngliche Element x wieder erzeugt, oder dass 

TR 
“so ist auch 
Fox — 0x 

mithin 


x 


re Mo pr 
1015) Ist also fx = x, so ist auch Q’ fox = x 


Durch diese Wahrheit wird das Feld der Untersuchung sehr erwei- 


tert. Von der Wichtigkeit derselben nur folgende Proben: 


Wenn Ox = a-x, so ist @’x —= x also auch 
wenn 0x == ln:(a-6'), so’ ıst 0x —x 
wenn 0x = Arc:(tg — (a-igx)) , so ist x = x 
x LE 
Ferner wenn 9& = E90 050 ist 9x = x also auch 
® = so ist P’x > 
wenn De SO = 
vx-1) 
wenn & = x-Ig:(e*-ı), so it @x=x 
Ferner wenn 9x = ‚so ist x = x, also auch 
a—x 
a” 
wenn Px = 1e|- r) = 2.1g: a-1g(a-e‘) , so ist @’x—x 
a” 
wenn 9x = (ana) so OK —L 


DE 
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briese periodisch wiederkehrenden Functionen hat Bahbag e ent- 
deckt, und zuerst in den philosophical transactlons u... 
London 1815 P. I, Seite 389 bekannt gemacht. Die Gleichung 1013 findet 
zuerst Horner in den Annals of philosophy Vol. X, 1817 
Seite 344 aber auf einem anderen Wege, als den wir hier eingeschlagen, 
Die Gleichungen 999, 1000, ...... ‘ 1011 machen wir hier zuerst be- 
kannt. Die wichtige Wahrheit 1014, 1015 gehört dem Herrn Babba ve, 


DAB | mal, ok RE a u 
DER 


ALLGEMEINSTEN 


BA Gsl «ET Ar Bol Bis N, 


Te 


et - > 
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nn nn TTTTTäää—2—_—_2_ 


THEORIE 
DER 


ALLGEMEINSTEN 
ne le: E29EN np ee "UP N. 


1. Das Bilden der allsemeinsten Facultäten. 


1 21277° 


Kramp machte im Jahre 1799 die Facultäten 
x" = x(x+h)(x-+.h) ..... (x+(n-1)h) 
bekannt. Im Jahre 1820 haben wir in unserer Analysis die Exponen- 


tıal -— Facultäten 


x+(n=- ı)lı n;h 


(+u.a)(ı+u,.a")(i+u.a””).... (irua ) = (1+u.a‘) 
in die Wissenschaft eingeführt, und die Gesetze ihrer Entwickelung ın 
Reihen sowokl im allgemeinen als im besonderen gefunden. 

Schon im Jahre 1812 haben wir bei einer Untersuchung über fort- 
laufende Brüche die Facultäten 

Bo ..o.. = @)" 

welche wir allgemeinste Facultäten nennen wollen, gebraucht. 

Im Jahre 1821 lernten wir aber die Arbeiten von Wronski kennen, 
und fanden, dass ihm die Ehre gebührt, die allgemeinsten Facultäten 
zuerst untersucht und bekannt gemacht zu haben. 


Die ganze Untersuchung. wollen wir in folgender Ordnung vor- 


nehmen: 
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er fe 


I. Bildung der allgemeinsten Facultäten. * 
II. Entwickelung derselben in Reihen. 


Hl. Entwickelung einer Function in eine Reihe nach den F acultäten einer 


anderen Function. 
IV. Producte der Reihen, welche nach den Facultäten einer Function 
fortgehen. 
Die Resultate in II und II hat Wronski gegeben, aber nicht 
die Wege gezeigt, welche zu ihnen führen. 


Das merkwürdige Gesetz, welches in IV die Producte befolgen , 


haben wir gefunden, und machen es hier zuerst bekannt. 


‘. 278. 
Wird 9x mit o(x+h) , o(x-+2h) , a »... vervielfacht, so 


entstehen die Producte 
4x — (er) 
P9x.9(x+h) = (1x)”" 
Px.Q(x+h).o(x+2h) = (ox)""* 
9x.Ptx+h).o(x+2h).ox+sh) = (@x)”" 


und wird 9x durch @x, Q(x-h), Alx-2h),.... gemessen, so wird 
us 


1 ! - ll 
a = Mm 

1 -ılk 
G(x-h). 9(x-2h) (9%) 


1 


©(x-h). 9(x-2h).g(x-5h) Aa (gx)" 
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Hiedurch entsteht eine Reihe 
1016)... (gx)"", (9x) **, (EX), (PR) 5 (PR), (EX)"" , (ex) ,... 
in welcher jedes Glied aus seinem vorhergehenden nämlich das (p-+1) te aus 
dem pten entsteht, wenn das pte Glied mit (x-+ph) vervielfacht wird. 
und umgekehrt das vorhergehende Glied aus seinem unmittelbar folgen- 
den Gliede, oder das pte aus dem (p-+i)ten, wenn das (p-+1)te Glied 


durch O(x+ph) gemessen wird, so dass 


1017) (x = (ox)". X Diem) 
und 
0, 48: (Dr) 
Fade o(x+ph) 


pad 
nn 
or 


Nach diesem ı 


1018) (gx)”" = gx.o(x+h).g(x+2h).... o(x+(m-ı)h) 


-nllh RR NER BER LINE BR SER „2 
5 een: g(x-mh) 
1 1 


(P& - hyySt (Px- mh)" 


Ga 
4. 279. 


Für diese Producte finden wir zwei Gleichungen, welche die Grund- 
lagen zu jeder Untersuchung über diese Producte sind. Die erste ıst 
1019) (x) —(0x)"" . (dx +mh))"" — (0x). (9x +nh)) 


welche nur eine verschiedene Abtheilang der Factoren des ganzen Pro- 


milh 


ducts angibt. . 
Die zweite Gleichung ist 


1020) ((Ox)"*)"" ae (x) )"" 
sie gibt die verschiedenen Arten an, auf welche folgende Factoren zu 


einem und demselben Producte gruppirt werden können: 


» b 
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9&  . Q&rıb) .@lxt2h)  ...... Q@i+(m-1)h) 
x Al&X+1k).Ox+ık+ıh).o(x+1k+2h)...... PX + 1kk+ (m-1)h) 
X o(x +2k).9(x+2k+1h).o(x+ N Han) sank 9x +2k+(m-1)h) 
x Olx+3k).@(x+3k+1h).@(x+3k+2h)..... Q(x+3k-+(m-1)h) 


x Alz+n-1)k) .Hlxz+n-1)k+ıh) .O(x+@-1)k+2h).... O(lx-+(n-1)k+m-1)h) 


Nimnit man an, dass k= mh, so geht die Gleichung 1020 in fol- 


gende über: | 
. 1021) (DI) — (OT) — (ex) 


und nimmt man an, dass m.n=1 und h=n.h, so wird 
1022) 0x — (px) — (ax) 


b. 280. 


Diesem Algorithmus kann eine scheinbar grössere Allgemeinheit ge- 


geben werden, wenn 


1023) (Perabs))""—plarafx).glaralix+h)).O(zraltrh))...g (ara m-nh)) 


gesetzt wird. Da aber nur x sich ändert, so kann Y(z+afx) als Func- 


tion von x betrachtet und @(z+afx) —= Fx und also 
1024) (Olz+afx))"" — (Fxy"" —Fx, F(x+h) . F(x+2h).... F(x+(m-ı)h) 


gesetzt werden. Es lässt sich also (P(z+afx))"" nur als eine besondere 
Form von (Px)"" ansehen. 


du 29 


Dieser Algorithmus kann auf mehrere veränderliche Grössen ‚ wel- 


che zu gleicher Zeit zu oder abnehmen, ausgedehnt werden, so dass 


Er 


DR 
617 
1025) (o&,y))e® = Olx,y)o(x+hl,y+k)......0(x-+(m-1)h,y + (m-1)k) 


und für ein verneintes m 


TEST. NIE Hansi 
6), N) o(x-h, y-k).Q(x-2h,y-2k)...... £(x-mh,y-mk) 


und wenn m =0 ist 
1027) MM" = 1 


und eben so auch auf mehrere veränderliche Grössen wie 
(£( & e a! a 
DIR IR, Rz 3 rer, X, 
6. 282. 


Jede Function von x kann unter der Form der Facultäten erschei- 


nen; es ıstz. D. 


Ä AH Kzra) ER... 
1028 — I ea 0 f == 
10257, 2.1x (0) Fo" fo | fi ür z 0 
und so auch 
= EAN Beide 
1024) f(-x) = io. \ - \ 
Ist z. B. fx = (a+x)", so kann gesetzt werden 
a‘ xlı 
1030) (a+x)' — | = für z = 0 
a+z 


78 
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1 Entwickelung der allgemeinsten Facultäten 


ın Reihen. 


\. 283. 


Wir nehmen die besondere Form 


(oz +a. fx) )*® == ip 


vor, und entwickeln dieses Product nach den Potenzen von a, so dass 
’ ‘ / mih m ım ) 2 n 
1031) (92+a.fx)) mA, HAN sa + AN ar Ama’ de... 

Wesen der Kürze sei 
1032) x = L,fx+h) = f,...,fx+ph) = f, 

Wenn m eine ganze bejahete Zahl ist, so wird der Zweck erreicht, 
wenn jeder Factor des vorgegebenen Products in eine Reihe entwickelt 
wird, 

4.1.4023 0.1. d'02 


Ze za rn £ B 
Ar 1) G qyttı dz ya dz’ 


und alle diese Reihen vervielfacht werden 


(oz + afs)) "" = ( de ED yh LS 2" ee 
. dz .d: “A 


x z + .Aa E 
( 1'"'.dz' 1° '.dz? 


[....d'’®z ,, 8 fu... d’Qz + | 


es entsteht dadurch die Reihe 
1033)  (Ql2+afx))"" — Clo,m) + Cl,m).a' + Ca, m).a Hu. 


welche aus den Elementen der vorstehenden Reihen gebildet wird. 


WERTE 
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Es ist z. B. 
Go, ==." (62)’ 


4,3) = (ee). a: 
Gera) NZ)... nn (Krrf) 

+ (92)'. or ET, Be AR) 
= (ir h) 


Me A 
Pz ande uBrdeh [7 fıf.f + .f 


PULVE ET PETE ER, or 
d’oz 4 4 4 
C(4,3) = (g2)". ( En AB 


dp dien ER HEE HE 
a ge ee et 
d’®z d’pz 

® gt dz’ / 1: dz’ 
d'’gz d’g d'oz 

a 1 dz'' 4 dz' PET, 


+ (&z)' BE +R.K +85) 


ERLEBEN HER) 


\. 284. 


Die zurücklaufende Bildungsweise dieser Vorzahlen lässt sich auf 
folgende Art aufsuchen: Wird 


1034) (Oz+a.1x))”"" —= Fa 
gesetzt, so ı1st 


75* 
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Fa = (va) 


Die Differentiale von Fa, welche in dieser Reihe vorkommen, er- 


| d' Fa all Hudd B& u 
rn ne » } Fr Eee A e.o.. 
Li 1. da Mi keys: are 


setzen wir durch Differentiale von lg:Fa, 


d'*' Fa eh, dig: Fa 
ntılı Jantı — ae a Ta ERW 
1 da n+1 1 da ae 
0 d’Fa d'le:Fa diha,cd, ie:ka 
u Berne; + .eo00 E- a ee ag: = 
Dat a 1 a a Zat 
oder 
d'lg:Fa d’lvo:Fa d’’’Ig:Fa 
(m) Pa ae (m) (m) be) (m) 
(N + 1) De en A, u Ja: .da 1 ze r la? Tre # A, "galı IE 


und diese wieder durch Differentiale von 1g:@z; es ist nämlich 


d'lg:9z Rh d’lg:9z N 


Ds edzt 


lg:@(z+a.f) = Ig:1z + 
mithin 
az: a + 1g:0(z+afx+h)) + .... + 1g:0(z +af(ix + (m-ı)h)) 


Ig% dls:9z _ og „dlg:@z 


ee m.®z 2 gg: ; gg 


8. S, + e > oe o0®0 


wo 
r SEI MLEND f ? / YNP 
1035) Ss, = (i)’ + (fix+ h)" + .... + (fix+m-1)h)) 

Wird nun die Reihe für Ig:Fa in Hinsicht a differentiirt, und dann 

az=0 geselzt, so ergibt sich die Gleichung 
d'le: Fa d'ly:@®z 

ig S 

edarı® dz' ? 

durch welche wir in der obigen Gleichung 1g:Fa in lg:@z übertragen 


können, nämlich: 


1036) EEE 
1 d'lv:@z 1 d’ls:®z 1 diy:9z 
[1 S . IN . ee ——. | S [) Y, ® u ae ee .ee . S s Au . — ng 

en ı a dz' er yılı 2 n-1 dz? + yet a+t m dz"*' 


Dieselbe Gleichung findet Wronski Seite 116. 
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\. 285. 
Eine zweite ganz allgemeine zurücklaufende Bildungsweise erhalten 
wir, wenn wir die Gleichung | 
(oz +a. fx)) we le +a. fx) Od (z +a.fx+ mh)) 
zu Grunde legen, und die beiden Reiben 


Dar a.) RT Aa re. 


(0) [2 +a.f& um] — Gz+a'. (fx + mh) Ar (fcx-mh)) re Fur 
Z 


miteinander vervielfachen. Wir erhalten durch dieses Product folgende 


allgemeine zurüucklaufende Bildungsweise 
- m+) __ (m) 
I03 7A aA 2 
d'®z 


l 
utdz: 


Am — A®, 02 + A”. (fx + mh))!. 
1 


Ya — A, 92 + ArnNkixtinh)). d Oz AU” (£(x+mh))”, ac 
r 5 1'.dz' N .dz 
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Lil. intwickelung einer Function F(x+h) in eine 
Reihe nach den Facultäten einer anderen 


Function. 


286 
Es sei 
1038)  F(x+h)—= A,LRrA Ext HA FRA, (Rt A N 


x, Ex... .,6x% seien Kunctremen von x verschteden von er ande 


m1+2 


(iX)"",. 2.2.5; die Natur der ersteren bleibe hier unbestimmt; 
die letzteren seien so beschaffen, dass fa=o. Man sucht 


die Vorzahlen dieser Reihe. 
Weil‘ fa0;. soistfür x=a, und’ As ch Zanch 


AH OR) —o 4 AnlExye Bu f(a u mh)" und 
ARE" = 


ıl-1: ql-1 


f(a- (m + qh)"" - at ‚Ka-(m+g-)h)""+.. el: yı i Baer „Ela- Bel Jar, 


yıaı EL DEEE 


Setzen wir nun zur Abkürzung 


| 


ER en MR, x. + h) Ki 
ee ET Ale 
er  : Au 
la 


ER 8.08... | 


| ‘Ti x “ . ® oe ® . . LZ ” « LZ . WEN f,_,x) 


EI (my: \ 
= K, 


soist K” —=o, und nach 694 


m+g 


ER 


RRH-KOCH SER Hy] ER. 


2a%2 
so lange n nicht grösser als m ist; ist aber n grösser als m, so ist 


A HB 


m+q m+q” 


Es ist also 


1039)  Eix+h)— [ROH BO H H.K®H (Rn 


+ KH, ARE A EPTROHÄPIR: 
+ (KHK el AR HUlEL x 
+ .,% } RT Rere EI 70 


= KH, KR. H ht x 


n-1ı m mei 


+ H,., Kong Eu 


\ Ge; ılh 23 H 


m+2?2 


wo in den Vorzahlen x=a und ıx=-h gesetzt werden muss. Wenn 


man H und K vereinfachen wıll, so sehe man hierüber $. 154 und 155. 


Dieselbe Reihe findet Wronskiı Seite 772. 
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Die Reihe 
1040) Ex + bias Au A TE ER LE ALS aan ..e 
ist nur ein einfacher Fall von der vorigen Reihe, und geht aus ihr hervor, 


wenn m==0 gesetzt wird; es ist nämlich 


I lur(txy®.... aeg Elx 4 h)] 
RE ER GE A re | 


A"F(x+h) w-Exah). ars)” ") B AP lx+h).| ar (ER ar hey 
m ITEsae Bear A332 1 Test } a z A""*(fx) PEN DEN EAN (ix) = EcE 


, a! E(x+h).la2xy""..... anche) 
NE Jen DEE nee Ta as. e 24x) ) 


u ee 
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Die überflüssigen Factoren, welche hier noch vorkommen, lassen 


sich nach $. 154, 155 wegbringen. 


Die zurücklaufende Bildungsweise der Vorzahlen geben folgende Glei- 


chungen an: 
1042) A'F(x+h) = A ai)" 
»F&+hl = A af) Aare) 
1 &Fx+h) ZA, HR)" + A, AR) A, alex)” 
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IV. Producite .der Reihen, welche nach den 


Facultäten einer Function fortgehen. 


\. 288. 


Wenn 
er ‚#h).— Ho) E(2rRh). En f(x+3h). = 


und 


> ılk as 2 3 
yo NE a" LH. Io, LAK) te 
so befolgt das Product dieser beiden Reihen 


FxxFy=l'(x,y)+fV X,y)- a f" (&y)- ah ee y) TR + 


folgendes Gesetz: 
Pay) = gr. Pr ach, y) + Qy. fr" y+h) 


Kommt eine dritte Reihe 
Fz—=f,2+(9,2)".f ‚@+s). 7, ah 2) .f(z+28). - A ZI. 1,2438). Zr Be N 
hinzu, so finden wir bei dem Producte 
Fir E ycE are y, 2), +88, 2). — + "8, Y2) or; RY 


dasselbe Gesetz, nämlich 
£’(x,y,z) = 9x.” (Hh,yz) + op yH"ay+kz) + 9,22 R,y,Zz+5) 


Allgemein, ıst 
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1043) F x, =f,x,+(9,x,)"" .£L@&,+h ar oe ee tr te 


Ex, i+ ax). +h)). RL, +2h Din hey 


zlı 


F.x, =1Lx,+(0%)"".L&,+h Alrar Se zu en )- ar te 


und sind f,,E,P,.e, FE Be, 0:D 0,00. ebenen miele: 


schiedene Functionen und x, ,x,, Xy...;,h,hb,;,h,.... ebenish viele 


verschiedene Grössen, so befolgen die Vorzahlen des Products dieser 


Reihen 


a’ 


F BRERLK KERN RR Rx). RR) = — tn 
folgendes Gesetz: 
BES RR OR SIR TONER SERRIN 
TORRENT ER a eh un Ne) 
TED, RAR VRR 


+ ® ® ® ® ® ° ® ® ® U} ® ® ® 


(p=-1) 
ar (RR ar 


„+h,) 


Te < 
Wir wollen das Verfahren, welches zu dieser allgemeinen und merk- 


würdigen Wahrheit führt, in allgemeinen Zeichen vorlegen. Es sei bei 


dem Producte von n Reihen 


4X, x Fx,... x Eck 6 X... Au (X, ey X,_ em, a ‚Fan n ji 


das Gesetz & 
(q» » ee 
ER 
— 4-1) ya 
rei DIE (x,+h,, KyyX,., )FXxD,.f" ER 
g-1)d/_ 
... + N ES RR RE) 
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gefunden; der Uebergang zu dem Producte von n+1 Reihen besteht darin, 
dass dieses Product mit der (n+ı)ten Reihe für F x, vervielfacht wird. 


Das (p-+1)te Glied dieses Products ist ß 


ne 
2 al, 3,) — tv Zu SIEHE 32° ). (9,x > ya 7 4.x&,+p-gh,) wo g—09;,1...,P-» 


Der erste Factor unter dem > kann in zwei Theile zerfällt werden 


al-ı Aa Namal=a _4yÜ-1 
DZ RT 


alı SIEB YPTITT alı 
1" 4 RR: 


und also auch genannte Vorzahl in die beiden Theile 


(p) (p-1)7° xq) p-qlhn 
aan —ız ae Pier ).(D.X,) f,&,+p-g)h,) 


(p-1)""* 


+2, RAT PD.) 


Wird in dem ersten Theile das, was oben mit & bezeichnet ist, 
statt £”(x,,...,%,.,) eingeführt, und in dem zweiten Theile der Factor 


-Q,%, vor =, gesetzt, so zerfällt das Ganze in folgende Theile: 
N A 


> (pP) 3 


D a a ya.‘ (x, r h,, Ayer X.) j; (9,8. Ex, +Hp-Dh,) 
+P x. 2, PL le x, a h,, x,y he} »atD =: (9,8) Ex, +p-Nh,) 
Et 317 1 
he es Kur RE A Bi lee ie 
-ıl-ı 
+0 _x he) 2 nee rap Ya lDiX. f, x, +(p-p)h,) 


n-1"u=1" 2, zarılı 


ql-ı , ORTE 
+faX,:, SEN a 2 (x, a 0) x (9,%.+h,))"” R f£&x,+p-gDh,) 
1m 


ed 
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Da nun dieses nach ß die Reihen für f(x, +.h,, X 3: .....,X,), 


Dr X, 4 RE TT are  roiech)) sind, so ist auch 
| I Rd ORTE N Och Se 
+O,XxX. Ex x, +h,, 2 RR 
EL sn u Mer. u A. 


> a ee 


Die Gleichung, welche für n Reihen gilt, findet also auch statt bei | 
n+1 Reihen. 


ALLGEMEINE THEORIE 


DER 


FORTLAUFENDEN BRUCHE. 
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ALLGEMEINE THEORIE 
DER 


FORTLAUFENDEN BRUECHE 


l.a2:.Z. ur üe«k kaufe ndie Bestimmung. 


1. 289. 
Bei diesem Gegenstande sind folgende Puncte genau voneinander zu 
trennen: 
I. Algorithmus. 
II. Wahrheiten. | 
III. Anwendung der Wahrheiten auf Gleichungen, Reihen und andere 


Ge genstände. 


Zu dem Algorithmus hat Euler *) den ersten Versuch gemacht, 
der aber sehr unvollkommen und oft von anderen Mathematikern, nur 
in anderen Zeichen, ohne Verbesserung wiederholt ist. Wir geben hier 
einen neuen Algorithmus in vollkommener Gestalt, so dass er alle Fo- 


derungen erfüllt. 


Mit diesem Algorithmus in der Hand haben wir solche allgemeine 
Wahrheiten entwickelt, dass alles, was auch immer über diesen Gegen- 
stand erschienen, höchst specielle Fälle von ihnen sind. Die Anwendung 


können wir hier noch nicht geben. 


Die Ordnung, in welcher wir die Untersuchung vornehmen, ist 


*) Novi comm. ac, sci. petrop. T. XI, 1767. pag. 28, De usu noyi algorithmi. 
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I. Zurüklaufende Bestimmung, 


wenn 
f zu > 
(m), TFT &(m),., S aa + Am). ® DSL. 
II. Zurücklaufende Bestimmung, durch welche fortlaufende Brüche er- 


zeugt werden. 


). 290. 


Es seien oo oo» O_, B) Ko 5) D_, 5) BD, 3 O,, $) D,, b) {ER 99 Lee A 
und ATLE TYP ITIPTATES BEN END 
verschiedene Grössen, welche in keinem Zusammenhange stehen. Aus 

ihnen werde eine dritte Reihe von Grössen 
p| 
uns am) 2m), „(m , lm), ; wm), salm) am). on. 0.0 


nach folgender Vorschrift gebildet: 


1044) «{m), — {m),_, . Pause, vr aM ),_; > Danta-z 


Oder es soll jedes Glied der Reihe C aus den beiden vorhergehenden 
Gliedern derselben Reihe in Verbindung mit dem (m+n-2)ten der Reihe 
A und dem (m+n-ı)ten Gliede der Reihe B durch Zuzählen und Verviel- 


fachen zusammengesetzt werden. 


Zwei von den Gliedern der Reihe GC müssen gegeben sein, wenn die 
übrigen nach dieser Vorschrift bestimmt werden sollen. Nehmen wir 


e(m),, «(m), als gegeben an, so sind die übrigen folgende: 


1045) an) 2 em). 
alen) ms ala DT 
+9... 
nei el) SB De De a EAN 
FOREN, + Da Pas 


sr Dia, 7 Da jr 


«(m), = a(m), . D.] ya 1 Ahr £i a(m), » Em Dort Pur, Tun 


r Oarı Ps ra AR D.. Di: Do: 
eg ea. ar, Des hu Pn Da Ba 
+ es oe a 


Setzen wir ....2, 1, 0, = » =2, 0... statt m, so erhalten wir eben 
so viele Reihen 
a Pe BE AL a I ee 2 PR A 6 
ach, EHEM RRL), 2 ORDNET), aliellelede ne 
BL NEE Toy PIE 20): ae ao) re" 
a DE VRR ER DT N Kr RAR N OP 


er. a), » el), se > U RER 1 2 RR 


B} 


® o . ® U} ® ® ® oe ° “ ® ® ® ® ® o ® eo ® « ® 


deren Glieder sämmtlich nach der Vorschrift 1044 aus den Gliedern der 


Reihen A und B gebildet werden. 


Das Bildungsgesetz eines Gliedes der Reihe E aus den beiden un- 
mittelbar vorhergehenden Gliedern derselben Reihe ist gegeben. Unsere 
Aufgabe ist 

Il. Wie wird ein Glied der Reihe C aus irgend zweien anderen (nicht 
unmittelbar vorhergehenden Gliedern) derselben Reihe CO gebildet? 
und 

II. In welchem Zusammenhange stehen die Glieder der verschiedenen 

Reihen C,? 
| j: 29. 
Die obige Bildungsweise lässt zwei Glieder der Reihe G unbestimmt, 


welche nach Willkühr angenommen werden können.. Die Gleichung 1044 


SO- 
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N 
ist daher die allgemeinste ihrer Ar. Um den W eg zu der Auflösung 
dieser allgemeinen Aufgabe zu bahnen, nehmen wir zuerst einen einfa- 
chen Fall vor, und kehren dann zu der allgemeinen Gleichung 1044 wie- 
der zurück. Diesen einfachen Fall machen wir durch einen besonderen 


Buchstaben ß bemerkbar 


1046) 2(m), ann ß(m),., » Tan .y BR. = 6 


und nehmen für zwei Glieder, auf welche wir alle übrigen Glieder .be- 


m+n=-2 


ziehen, folgende Werthe an, so dass 
1047) Alm), u 
Am), = T, 
Fan), = Elm), Tau + Pan). 
Am), = Bin), Tu, + La), QOus, 
em), = Elm), Tas + Rn), - Qui. 
\ 


Nach diesem finden wir für die übrigen Glieder folgende Werthe: 


\ 


1048) Ra), = TTu. + Qu 
£(m),, 


I 


Umlmıı Iarz Om Ines 
NE 
em) 4, Tu DE dd SB OD 
Sn ONE RES ER 
4 Da u Erne 


u. Ss. W 


Die Glieder auf der linken Seite oder die Glieder mit verneinten 
Stellenzahlen erhalten wir aus der Gleichung 1044, wenn wir n= 1, o, 


—1,-2,.... setzen, nämlich 


1049) £im)_, =n. 0 


1 
Pm), = 7° — 
” . Dar 
#3 
Bam), 2er 
Da-,Dis 
1 AR 
BO | m _ 
On Pas, | Do DD. 
Rß(m)_, De N Un- Po Vans U mes 14 


ER Pier RER Q,.-; rl Oyl;;, Duss DD OLE, 


u. Ss. w. 
292. 
Sowohl für die Bildung eines Ghede aus entfernten Gliedern dersel- 
ben Reihe als auch für den Zusammenhang der Glieder aus verschiede- 


nen Reihen finden wir folgende Gleichung r 
in 2 ve € e 
Rim),,, us BI) ze’ (m+n P,-ı 25 ag . E(m-+n pP ee 
Ihre Rechtfertigung findet sie ın dem allgemeinen Uebergange des 
Vorhergehenden zum Folgenden, und dieser besteht in der Verbindung 


der Gleichung P mit den Gleichungen 
Ban Bm), Alm pt Am), Pas 
f(m+n-p+tı), = 
— ß(m+n-p+1),.&(m+n-pt2),_, +/(m+n-p+1),.B(m+n-Pp+3),.-Qasalps 
wovon jene nach 1046 und diese nach der Gleichung P gebildet ist. Es 
entsteht die nächstfolgende Gleichung P, 
Bm I=—ıBome .Bm+n-p+ 1),+ P(m),.,.Bim+n-p+2).,.® 


Diese Gleichung P, gilt nicht allein für das bejahete,. sondern auch 


m+n=-p 


für das verneinte p, und es ist 


Am)... Con Am), Bmtnt+p). . km), Latn+p-1), Pasm-ı iM) 


Diese Gleichung beruhet eben so- wie die vorige auf dem allgemei- 
nen Uebergange vom Vorhergehenden: zum Folgenden. Es ist nämlich 


nach 1047 
80 * 
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pn ee, P(m),.,.2(m+n+p), + [«(m) 
und nach P, wenn n = -PBPp=-pt1,m=m+n+p gesetzt wird, 


Am+n+p)_,., = Pmtn+p),‚Am+n+p+1)_, + A(m+n+p+2) 


BAR 102 PER f 


-p-1 ADues, 
Werden diese drei Gleichungen vereinigt, so entsteht die nächst- 


folgende : 


£(m),, (0), .K(m+n+p+ 1), + Am), mtn+p+2) 1 Das, 0 


Die Gleichung P, gilt also für jeden Werth von p- Setzen wir zur 


Vereinfachung derselben n-ı statt n und n-p statt p, so ist 


1059 - Alm) Am) -Alm+p),., + Alm), Slm+p+1), Bann. 


i. 298. 
Ausser dieser erhalten wir zu gleichem Zwecke eine zweite Gleichung 
auf folgende Weise: Aus den beiden Gleichungen 
Eimap)i, = Pm+P) Tassen + ß(m+p),., Diisaitı 
Ama Ran + Ben) iol au 


welche nach 1046 gebildet sind, eliminiren wir r und setzen zur 


m+p+R ? 
Abkürzung 
£&(m + Bi, x Am), = £(m nz pP). hr El DR — DE; 
Es entsteht die Gleichung | 
B}, ea B, Re R 
Nach dieser bilden wir mehrere 
B, ro EN SE 


Di a2 BO. 
B, — £(m),_, 
und vervielfachen alle miteinander; es entsteht die Gleichung 


b#, = („)* (m),.., ‘ DE \ Darp BESERER RR — FREIE, h BDELLE, Wirk 
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Da ferner in der Gleichung R die Stellenzahl n auch verneint sein 
kann, so können wir auch folgende nach ihr bilden: 


u 


-n+2 -a+ı * Pmep-n 

ns IT Dalai: 
B, = -B Qu. 
Bin) s.=erb, 


Vervielfachen wir diese Gleichungen miteinander, so erhalten wir 


folvende: 


(m)... — (-)" ee h Ds s Dan, S2020 28 (Dan 
oder 
ee; 
se a De 


B,., und B_,, huldigen also demselben Gesetze, und es ist für jeden 


-n+L 


EI ARE PAKET ae 


Werth von n 


1051) Alm+p)...- ß(m),,, -£(m+ Bio alun) = OR RR ur 


I 29. 


So allgemein die beiden Gleichungen 1050 und 1051 auch sind, so 
sind sie doch nur zwei untergeordnete Fälle eines viel allgemeineren Ge- 
setzes, welches ausser ihnen noch wnendlich viele andere Fälle umfasst. 


Elıminiren wır nämlich aus den beiden Gleichungen 
(m B pP — (m + AR .ä(m T Su r (m a MN . (m Tach Dia x: Dt: 
£(m), = £(m),.R(m+s),.. + Bm)... .BM+S+1),..,* Dasscı 


welche nach 1050 gebildet sind, die Grösse 8 (m+s) und verbinden 


n-s) 


mit der Gleichung, welche hiedurch entsteht, die Gleichung 


Alm +p).... Am)... - Em+p)...,..Am), =" Bm)... Pan 


welche nach 1051 gebildet ist, so erhalten wir die Gleichung 
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Em+p),., 2m), ” Am+p),.,„.BCm), - HR Elm)... Llm+s+H1),_,-, u BREN) Aue hi: 


‚oder, wenn wir, um ihr eine andere Form zu geben, p=n-m, n=n+p-m 


und s=q setzen, die Gleichung 


1052) Lu), -Lam), Bm) umcn BE) urn = 
we (-) ı TR x MH), na f? (O.. ) 1+gqg-n+mlı 


welche das höchste Gesetz. für den Zusammenhang sowohl der Glieder 


derselben als auch der Glieder verschiedener Reihen enthält. 


Um nur ein Beispiel von der Wichtigkeit dieser Gleichung anzu- 
führen, nehmen wir an, dass qg=-1, und setzen zur Abkürzung 
n=m+1-p; es geht aus ihr hervor, dass 

- EN a a 
1053) Fan), = () CICRBELTE 

Jedes Glied auf der linken Seite oder jedes Glied mit einer ver- 

neinten Stellenzahl kann also ersetzt werden durch ein Glied in einer 


anderen Reihe. 


‘. 295. 


Nachdem wir den besonderen Fall, für welchen das Zeichen £ß fest- 
geselzt ist, untersucht haben, gehen wir zu dem allgemeinsten, vorge- 
stellt durch &, wieder zurück. Wir finden für ihn zwar nicht dieselben, 


aber ähnliche Bildungsweisen. Zuerst erhalten wir die Gleichung x 


.B(m+n-p+ DEN Be 


(m), — em) d, e 2m ri— p Au Da 3 &(Mm),.., 


Das Verfahren bei dem Auffinden dieser Gleichung;; oder der Ueber- 


gang von p-ı zu p besteht darin, dass aus dieser schon gefundenen 


Gleichung X und aus der Gleichung 


Ca), 4 — e(m),., ‚La + n—p), sh e(Mm),_,-, ä Dass 


die Grösse &(m),.,,, eliminirt, und dann die Gleichung 


t 
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£(m+n- pP), = ßm+n 5 p),-Am+n-p+),., + Pim+n- P+2),-2 Paso-, 


welche nach 1050 gebildet ist, zu Hülfe genommen wird; es entsteht 


die nächstfolgende Gleichung 


«(m), = «(m),_,.B(m+n-p), + e(m),..- ine 


re, 


Auch für das verneinte p finden wir, dass 


am) rin), 4, (m+n+p-1)_,,, 221 61: alen: we Dee 


Der Uebergang von -(p-1) zu -p ist aber jeizt folgender: 


in diese schon gefundene Gleichung Y nach 1050 gesetzt 


(mp1)... — ?(m+n+p-1), nennt a ya 


und zuletzt 
e(m),,, =elM), S(m+n+p-1), * RE) a EN 
Es entsteht die nächstfolgende Gleichung für IN ‚nämlich 


«(m), = «(m),,.2(m+tn+p)_, + @(m),,,., -Ala+n+p+1)_,_.-® 


RE 


X, 


Y 


Es wird 


Dina 


Yı 


2 


Die Gleichung X, ist also ganz allgemein. Setzen wir, um sie zu 


vereinfachen, n-p statt p, so nimmt sie folgende Gestalt an: 


1054) FIG Dr »(m),. ö(m+p),., + «({m),., .Am+p+1), ONE 


und zeigt, wie ein Glied »{m),, oder «(m)_, aus irgend zweien anderen 


entfernten aber aufeinanderfolge enden Gliedern 


e(m),, , «(m),,_, oder aus «{m),, ; 


gebildet werden kann. e - 


«(m)_,., mit Hülfe der Grössen ß 


Bilden wir z..B. alle Glieder aus den beiden ersten Gliedern (m), 


und x(m), , so geben folgende Gleichungen diese Bildungsweise an: 


1055) (m), = «(m)» ß(m+1),_, +«(m), - R(m+2),_,-9 


«(m) „—=a(m), .%(m+1)_,_,+«(m), - Alm+2)_...-Ou 


N 
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. 296. 


Die zweite Gleichung für & erhalten wir auf folgende Weise. Wir 


eliminiren T,,,..., aus den beiden Gleichungen 
«(m+p), = e( m+Pp),., £ aa ir 7 &(Mm+p),.. . RER 
«(m),,, = &«{M),,.-, r Den F x RR x RA 


und setzen zur Abkürzung 
=(m+p), -«(M),..., = «{m+p),., + @(m),,, = E, 
In der Gleichung 
E=-E,, AUPRE, 
welche hiedurch entsteht, setzen wir zuerst n=1, 2,......,n und dann. 


auch n=0, -1, -2, -3,..., -(n-1), und vervielfachen jene und dann 
auch diese miteinander. Wir erhalten die beiden Gleichungen 


D Br > nlı 
E, = (-) E, ” RR a) Ds ee (ES — > E, ” Dr) 
; (—)" E, n P \=-nlı 
E., —  VERPTE REEESOTNIENRTL TO, — (-) E, x )) 
N FERRTE ERBE IRA he REN 
welche einem und demselben Gesetze huldigen. Es ist daher ganz all- 
gemein 


1056) «(m+p), -x(m),,,..- {m+p),,.«{m),,, = 


= (-) (vm+p), am), amp). -«m),) (Qu). 


297. 
Die dritte und allgemeinste Gleichung erhalten wir durch das Eli- 
miniren des ß(mts),_, aus den beiden nach 1054 gebildeten Gleichungen 
«(m+Pp).., = «(m+p), „Bm+s),., + @(m+p),..... Bim+sH) Qu, 
c»e(m),, = m), ..PAlmts),. + em), » Elmtsti)__,- oO, Euch 
und durch Hülfe der nach 1056 gebildeten Gleichung, 


AR v 
3 * 


‚ 
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«(m+p),., «(m),_, -z(m+ P).-,., (m), — 


= ()" (s(n+p),.«m),., - am+p)., am), | A 


Die Endgleichung ist . 
«{m+p),.,e(m), 7 «(m+p),_, «(m), = 
_ (umi (z(m+p), .«{m).,—a[mt+tp)_,. (m), EDS HIN NO... 
oder, wenn p=n-m, n=p+n-m,s==q gesetzt wird, 


1057) «(n) em), — @(M) mon aM) nm 


Be ey)... Ki «({n)_, 2 «(m),..| - Big) EN ne) 


welche das allgemeinste Gesetz für den Zusammenhang der Glieder ın 
den Reihen GC , und für die Bildung eines Gliedes aus Gliedern dersel- 


ben und verschiedener Reihen enthält, 


op 


U. Zurücklaufende Bestimmung, durch welche 
fortlaufende Brüche erzeugt werden, 


\. 298. 


Die zurücklaufende Bestimmung, aus welcher die fortlaufenden Brü- 


che entspringen, ist 


10585) (£, = I4) 5 — ®,, 
Es entstehen zweı verschiedene Brüche 
Ih, =T,+ Pn_ und Emm On 
1.5 -T,+f, 
und also 
1059) 2 ee 
1,8 a 5 
id na 1; DER: 
I BERR, + eo. 0100 
und } 
1060) ia 1 = a 
>E 13% kn DER f 
Fat I. ar DEE 
(3 ee 27 Di 
Ui + .veoe.o0 
ler, weil, = — = , so ist auch 
oder, weil IL ,, =” re so ıst auc 
IR nu 
1061) j u —— 2 Rn 
| D er D.-, 
DaB Dr 
fl 2 EN: 


Ist m = 0, 1, 293,.... oder ==-1, -2,-3,..., so entsichen fol- 


gende fortlaufende Brüche: 


B> — EB, T a 2 u. ®=, 
1 % ®, I_, -r ÖD_, 
En rg —L_,; r 2 
Br N in +7 P: = + Pr 
I, 2 D, 1, ur OD, 
Era N; 


O_ Ä 
I er - = - 
-1 -ı I + D, -I,+ Ö_, 
Des tisen. 08 N ar 
I, =T,+ 9 = 4 Ps _ 
RE On, -7, +0, 
15 + ..o.eo I, ur ou... 


u. s. w. Die ursprüngliche Gleichung gibt den Zusammenhang aller dieser 


fortlaufenden Brüche an, nämlich 


> T DM f — Q_, 

1, 0 Y f, 0 Ih ee fü 
I Kurt | NE 
RAR DET, 

u. 3. w. 

‘. 299. 
Wir haben hier eine Reihe 
1052) BR ra le mu RR sg Ba Se 


deren Bildungsweise die ursprüngliche Gleichung 1058 angibt, und zwar 
aus dem vorhergehenden das foigende, oder aus dem folgenden das vor- 
hergehende Glied. Aus diesem Gesetze können wir ein anderes herleiten, 


S1* 
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nach welchem ein Glied dieser Reihe aus einem entfernten Gliede gebildet 


werden kann. Die Gleichung für diesen Zweck hat folgende Gestalt: 


1063) f,, => (m), ER (m), ® Fnen 
pa]: + [m], = 


m+n 


Die Gesetze, denen die Grössen (m), , (m), , [m], , [m]; unterworfen 


sind, finden wir, wenn wir in diese Gleichung das nächstfolgende Glied 


| me TH + _Omsn_ 


m 


m+n+1 


einführen; die Gleichung geht hiedurch in folgende über: 


f „ib (m), nd Ra: + ((m), e DR Zi (m), ) > De... 
” Im], „ Dir + (Im], r Tea, En [m]; ) H RER; 
welche zeigt, dass | 
1064) (m),4, — (m), } ion. a5 (m), und (m);.;. = (m), S Da 
"ml, =ml.n.ı: ml, [m]... = [m], -@... 
oder, wenn diese Gleichungen vereinigt werden, dass 
1065) (m) —_— (m), Y I. : (m)... e Dos, 
[m]... — [m], hr Fa + [m],_, 2 Dr 


Diese beiden zurücklaufenden Bildungsweisen setzen die Kenntniss 


irgend zweier Glieder voraus; wir erhalten diese aus folgenden Gleichungen: 


0) | $ 
m = Bee andıd Pan + Tachanı 
1 + 0.069 f) + Ale 
Es ergibt sich aus ihnen ‚ dass 
1066) (m), z1 , (m), =ar0r IS [m], EI [m]; — 4 


(a EN GE — [ar ]2 27 kn 


| 


Wir haben jetzt alles, was zur Bildung der Grössen, welche in der 
Gleichung 1053 vorkommen , nöthig ist, es ist nämlich 
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106 km) Isa ande [m], 0 
(be | 
m), = Tl, + Pu [m], = T,,,, 
Gray: = ET. To ap Ten], Du 
ED a En ee Te DT, 


+ Dur 2 1} 1 


U. Ss. W. 


Vergleichen wir diese Producte mit den früheren in $. 289, so fin- 


den wir, dass 
1068) Mi ezlm) und EN oe 
" lal= Eimtı),., [m], = Rlm+1),_, Para, 


Die Gleichung, welche zeigt, wie irgend ein Glied der Reihe 1062 


von einem entfernten Gliede abgeleitet werden kann, ist also folgende: 


f a E(m),., ee + fm), AL 


1069 ee ea a 
) ka+1), Pan, te(m+1),_, Eu. 


welche nicht allein für das bejahete, sondern auch für das verneinte n 


7 


gilt, so dass auch 


1070) le EM) en, ° Omenı + EM. + fan 
Bat)... Bit) .L- 


oder, wenn hierin m==m+n gesetzt, und zugleich Anwendung von der 
Gleichung 1053 gemacht wird, dass 


— an). 3 BR) iQ 


1071) ee N es &% £ß (m), _ EmMHPITE, 


. 300. 
Die Zähler und Nenner dieser Brüche 1069, 1070, 1071, sind auf 
gleiche Weise gebildet. Diese Bemerkung führt uns zu einer sehr merk- 


würdigen Wahrheit. Setzen wir zur Abkürzung 
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[(m),.., r ER r (m), k DE — dm, n) 
so ıst nach 1069 
m, n) = f,. d(m-+1,n-1) 


Bilden wir nach dieser Gleichung folgende: 
dm+1,n-1) = f,,, - J(m+2,n-2) 


Knmts, n-2) = f,,. - Am+3,n-3) 


m+?2 


» LZ o “ “ ® ® ® [2 » 


m+n-1,1) = f,,,., - J(m!n, 0) 


Am Ha) = de) 


und vervielfachen alle diese Gleichungen mit einander, so entsteht die 


Gleichung | 

I Am. nt rt Ne ua 

oder 

1072) An) De Bm) el 7 
Eben so finden wir aus 1071, dass 

10) Ba A Be), EI =" 


Diese beiden Gleichungen sind um desto merkwürdiger, da bis jetzt 
Producte von fortlaufenden Brüchen durch andere Grössen zu ersetzen 
nicht bekannt war: 

Diese Gleichung ist nicht die -allgemeinste ihrer Art; wir suchen 
ietztere, und fragen: wie müssen Uund V beschaffen sein, da- 
mit die Summe der Producte 

U.) + VE =P 


durch andere Geschäfte ersetzt werden kann? 
Wir zerlegen die gegebenen Factoren nach 1072 in zwei Producte 


P= x. (Am), „nn + nk) +3 (Bl) a A) 


H v 
647 
und finden hiedurch , dass, wenn wir m+p=n+g, asoq=m-n+p 


setzen, dıe Producte sich gruppiren so "lassen , 


ig (x.8ny,., + Au, ) Dar (x.öim),.., Ay REN 


dass x und y durch die Gleichung 1052 ausgemittelt werden können. 
Indem wir nun vorstehende Producte mit der angeführten Gleichung ver- 


gleichen , ergibt sich, dass 


x=P(n), und y= - im) am 
Führen wir diese Werthe ein, so finden wir durch Hülfe der Glei- 


chungen 1052 und 1073, dass 


En), Er TTS Aun. ( 


en) Je ılı 


oder 
107 A, Ad = IR A 


Diese Gleichung ist allgemeiner als 1073, welche entsteht, wenn 
n=zm,p=nud m=m+1 gesetzt wird. Wir wollen von ihr An- 
wendung machen, setzen desshalb n ihrm—= m+1, n=m+1-aı, 
p= ar +aı-1, und geben ihr durch Hülfe 1053 für unseren Zweck 
folgende Gestalt: 


er } „sem +1-a2)_ al Z(m+1-a1)_ ,, F 
a a N a 
M</lıra2 u E34 


-1+n22 
Ferner ist wegen 1072 


( Ya TEEN Am Tr HB: x Di = (m ar ae 2 IR 
mrı 


1076) Zr Blm+a+ 1) Dasaas-ı 2 Plm+a+t),_,.f 


n+a+b 
Hat man nun nach vorstehender Gleichung 1076 aus irgend einem 
aplı af RT TRIER ae 
Werthe von £,,, das Product (f,,,_.,)" gefunden, so lässt sich aus diesem 
e aılı ac nn a mn ) 3 1° } rap 
das Product (f,,.-u) nach der Vorschrift 1075 herleiten, und zwaı 


ı 


entweder unmittelbar oder auch durch Zwischenglieder auf folgende Weise: 
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1077) ya) ar), .@.)" 
m+ı-aı 
£(m 41 URS, i (m ue RER 


+ (O8 (m +1- a A Bm +1-as), 
k(m+1-a2)_,,..£(m+1-as) 


1-024a3 (® Ye fie 
BR in * m=-ı 


-ı+a3 


» (-)"° Bm Air DER x (m ur ee ; (Das 
| Em+1-a3)_,,,.A(m+1-a4)_,.. 


+ o ® ® ® ® ® ® ® ® ® oe o ® @ ® “ ®e 


eb („ur EmHI-at). 1, -BmH-ap), -un-urser (® rue 
Ä S mei 
Em+1-alp-1)) ya. BemH-aP) u, 
A(m+1-a1)_ 


Ir s+aı { f R aplı 
B(m+1-ap)_,,., Us ) 


Werden die Grössen aı, a2, a3,.... verneint genommen, so erhalten 


wir die Reihe 


R aıls 
107,0, eh BR) ee 


BM+1) 4. .Blm+1) .. (DR 
+ (1 Bm ar PR h Bm +1+ a (DO 
em + De ? Alm + DA (De 


: aslı 
+ (— arnez Blm+1)_,,.. -Pm+1+ aa) ER.) (9,) & 


Pim+1),.-Bem+1) RES 
+- ® [1 ® ® ® ® ® ® ® ® ® ®e ® ® ® o- 


iu (ran BNER) panı PÜMHIFED-I)), epesien, | ONE 
PER). en DONE) Ga 

or Amen BI" ep Yan 

BIMEE DT 

Von dieser allgemeinen: Reihe 1077 ‚ welche in 1078 nur in einer 
anderen Gestalt erscheint, kennt man bis jetzt nur zwei ganz specielle 
Fälle, und zwar diejenigen Reihen, welche entstehen, wenn in 1077 
Urea el Sundini 08, 1 =-,2 =+,3—+3 


pP u u 


gesetzt werden, nämlich. 
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10702 NO Dr 
£(m), £(m-1), Blm-1),.2(m-2), - Ban-2), Am), 
+ (-)P"° | ARE R N BE 
Alm-p+2),., P(m-p+1),., ” Amp +1P 
und 
DB Me NO A Dad _ 
A(m+1), ALlm-+1), R(m+1), * Almyı), R(m+1), 
CA a 
= Ir Am+1),. ‚elm+1),_, + ( ) B(m+1),.., “( u) 
wo (f,_,.,)"" und (£,,,,)”" nach 1076 gebildet werden. 


‘. -301. 
Wenn die Gleichung 
1081) A A 


zu Grunde gelegt wird, so entstehen folgende Brüche: 


| —_ DD, Du 
ver ven Far er T„ und Bi Fer ER E F. 
und 
32 En! PD 
2 , . SS, In + ea + Di, os 
ai Im + Dee 
<= SER LR Eu . 
ver el 
Ei u Enon 
lbs ar; KERN 
TERN 
durch welche die Glieder der Reihe 
1084) SANDLFL SEES EN EEE; BIN ID. 
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bestimmt werden. Wir finden hier ähnliche Gleichungen, wie für f,, 


entweder auf die Weise, welche oben gezeigt ist, oder auch dadurch , 


dass wir 
1055) 1 Ei En 
setzen, nänalich 


1086) F a B(m+2).., Tr Bim+2),.. > Biss 4 ®, 


“7 Bm-+i), + Bim+i),,, «FE... 


0-1 


_ Pim+2).-,-@,- B(m+1),.F, 


— 


en -P(m+2),...P,+P(m +1), _,.F 


Im 


1087) (>) (F,)""" = ß(mrı),F, -p(m+2),_,.O, 


1088) P(m+1), A (FY ae Pm+i),., ; (EJ:" u GB 


1089) (-)"" Plm+s+1),_,., a 


.(P" + (J'Blmts+i) 


4 a — 
2 Ob P(m+p+1 It BE (B).- | 


oder 


; ‚Li pP B(m+1) HIRR Mi pri B(n+1) = n-nlı mi=ualg 
‚WI =6) BEER (-) Ba). =T (0) (F„) 


Aus dieser lassen sıch ainliehe Reihen wie 1077 und 1078 herleiten, 


12,302: 
Wir wollen die ganze Untersuchung beschliessen mit dem besonde- 


ren Falle, wenm’irgend ein Glied der Reihe 1062 verschwindet, oder 


wenn 


1091) d.h 


In diesem Falle kann jedes Glied der Reihe unabhängig von allen 


übrigen Gliedern und einzig nur aus den Grössen T und @ gebildet 
werden; denn nach 1071 ist 


| BR aa). | —_ Lum.. 
OR Bu a Da ee nn 


und nach 1074 das Product 


er Al) Fe: NE 3° 


Nur ein Glied in der Reihe erhält einen Werth, der nicht darstell- 


bar ist, nämlich dasjenige, welches dem f, vorhergeht, 


1094) ,=-—=-» 


Die übrigen Glieder sind 


C 
2 re TE i% 
fe = za = Bi: 
BI ERBE 
me 
Da 
f — 
7 Ju, ar Dası 
aM ” OD. 


u. s. w. und 


828 
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1095) a 
Ba ER O- 
hans an : 
1:3, — Bir + DER 
I. 
HE SAEWL 
b. 303. 


Verschwindet in der anderen Reihe 1084 ein Glied ‚ und ist 
1096) mn 


so kann auch hier jedes andere Glied unabhängig von den übrigen ge- 


bildet werden, und es ist nach 1086 


el Pom-n+2),_ 1 


+2 
Re DR EEE ya - >. 
(m-n+1), 


mn Pim-+2),.. ın-n Dr 


und nach 1090 das Product 


1098 | F plı an ER; HN), men 
2 Pm+1),..-, 


Auch hier ist ein Glied und zwar das nächstfolgende nicht darstell- 


bar, nämlich 


1099) Fee 8 


Die übrigen Glieder sind 


> Best 


1100) 


u. 5. W., und 


1101) 


und 


I 
+ 
4 
: 


I 
+ 
sr, 
x 
+ 
F 
; 


m-2 in 5 
15 „ De, 
id: 


NUR 
BET 08 
Ta Fi: 
Don ee 
BAHR br 


Dası 


m 


Pe WE er 


rum 
DR 


rm 


655 


INHALT. 


THEORIE DER UNTERSCHIEDE. 


Erste Abtheilung. Unterschiede überhaupt 
Der Gegenstand der Untersuchung wird in einem Schema 
vorgelegt 
Bildung von A? U 
Bildung von Us durch Grössen, welche nach verschie- 


denen Richtungen ım Schema liegen 


Zweite Abtheilung. Unterschiede der Producte 
Glieder des Hauptschemas bilden durch Glieder der Sche- 
mata, welche für die einzelnen Factoren entworfen sınd, 
ım allgemeinen für jedes n ii 
im besondern für A”' durch eine besondere Methode 
Dritte Abtheilung. Unterschiede der auf gleiche Weise ge- 
bildeten Funetionen 
I. Zerlesen der Unterschiede in Factoren überhaupt 
1l. Summe der Reihen, bestehend aus Unterschieden ver- 
bunden mit willkührlichen Factoren 
III. Unterschiede der Functionen von Functionen 
IV. Unterschiede der Functionen, welche durch unentwickelte 
Gleichungen gegeben sind 


V, Unterschiede bestimmter Functionen 


Seite. 
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33 
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THEORIE DER DIFFERENTIALE 


Erste Abtheilune. 
I. Differentiiren überhaupt e 
1I. Differentiale verbunden mit Producten 
1II. Differentiiren der Producte 


Zweite Abtheilung. 


I. Differentiiren mit abwechselndem Vervielfachen oder Messen 134 


I. F ortsetzung 
II. Verbindungen zu bestimmten Summen aus den mit dem 


Vervielfachen abwechselnden Differentialen aus den Ele- 


menten 
(ZA X (Zd)"X 
Wre $) RT TEBz a es 


IV. Das mit dem Vervielfachen abwechselnde Differentiiren 
durch Hülfe einer anderen Function 


Dritte Abtheilung. 


Differentiiren der Functionen von Functionen, sowohl, 


ohne als mit abwechselndem V ervielfachen 
Vierte Abtheilung, | 
Verschiedene Ordnung des Differentiirens bei Producten, 
sowohl ohne als mit abwechselndem Vervielfachen 
Fünfte Abtheilung. | 
Uebertragen der Differentiale auf andere Elemente 
Sechsie Abtheilung. 
I. Differentiiren der Functionen, welche durch unentwickelte 
Gleichungen gegeben sind 
II. Uebertragen der Differentiale in Hinsicht eines Elements 
auf Differentiale in Hinsicht eines fremden Elements bei 
Functionen, welche durch unentwickelte Gleichungen 


gegeben sind 


196 


169 


222 


227 


637 
n 
III. Uebertragen der Differentiale in Hinsicht eines Elements 
auf Differentiale in Hinsicht eines anderen Elements, 
welches sich in den gegebenen Gleichungen befindet 
Siebente Abtheilunse. 
Höhere Differentiale einiger bestimmter Functionen 
l. von ((a+bx)? . (A+B(a+bx)?)”) 
H. von (a+bx)’ .(M+N . lg: (a+bx))" 
II. von a’ .(A+B.a'“)" 


IV. von den geordneten Verbindungen aus den Elementen 
a,+X,9,+X,...,2,+xX, sowohl ohne als mit Wieder- 
holungen 
V., vol 
| (a, +xX)a,+-X) er... (a 


VI. von den geordneten Verbindungen mit Wiederholungen 
1 1 


aus den Elementen 


’ ha 
a +x a, rxX a, tx 


VII. Allgemeine und besondere Fälle über die mit dem Ver- 


vielfachen abwechselnden Differentiale. 


THEORIE DER GEDOPPELTEN VERBINDUNGEN. 


I. Bilden der gedoppelten Verbindungen 


HU. Zurücklaufende Bildungsweise, durch welche sie erzeugt 


werden. 


Seite 
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242 
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261 
266 


275 


278 
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282 


299 
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THEORIE DER PRODUCTE MIT VERSETZUNGEN. 


Erste Abtheilung. 
I. Ueber die Natur der Producte mit Versetzungen 
ll. Umwandlung der Reihen, bestehend aus Summen von 


Producten mit Versetzungen in andere Reihen 
83 


323 


342 


ig 
658 
Ill. Uebertragen der Producte mit Versetzungen in andere 
Producte, wenn die Elemente durch Gleichungen gege- 
ben sind 
IV, Auflösung der Producte mit Versetzungen, in welchen 
einige Factoren verschwinden, in Producte bestehend 
aus gedoppelten Verbindungen 
V, Entwickelung eines Bruches, dessen Zähler und Nenner 


Summen von Producten mit Versetzungen aus unendlich 


vielen Elementen sind, oder Entwickelung des Bruches 
| aı .a2 ad 
| BAR RT 
| AA, . ° ® ® ® ® ® ® ® ® A 


n 
in eine unendliche Reihe 
Zweite Abtheilung. 


Producte mit Versetzungen, wenn die oberen Elemente 
das Potentiiren angeben. 
I. Allgemeine Untersuchung 
II. Ein Product, gebildet aus einer Summe von Producten 
mit Versetzungen und aus geordneten Verbindungen 
ohne Wiederholungen 
Adgatı At) Pla een“) 
dargestellt durch Summen von Producten mit Versetzungen 
Ill. Ein Product, gebildet aus einer Summe von Producten 
mit Versetzungen und aus geordneten Verbindungen mit 


n 


Wiederholungen 
EAS Ab, nA a a Az 
dargestellt durch Summen von Producten mit Ver- 
setzungen 
IV. Summe der Producte mit Versetizungen aufgelöst, theils 
ın andere Summen vervielfacht mit geordneten Verkin— 


dungen, theils in geordnete Verbindungen 


83 


396 


399 


363 


369 


mw 
659 
ie 
V. Auflösung einer Summe aus Producten mit Versetzungen 


in ein Product zweitheiliger Factoren 
Dritte Abtheilune. 
Producte mit Versetzungen, wenn die oberen Elemente 
höhere Unterschiede angeben. 
Vierte Abtheilung *). 
Producte mit Versetzungen, wenn die Elemente das Dif- 
ferentiiren mit abwechselndem Vervielfachen angeben. 
I. Allgemeine Untersuchung 
Il. Auflösen der Producte mit Versetzungen in ein einfaches 
fortlaufendes Differentiiren mit abwechselndem Verviel- 
fachen 
III. Auflösen der Producte mit Versetzungen in ein einfa- 
ches Differentiiren einer Function 
IV. Uebertragen der Producte mit Versetzungen zusammen- 


gesetzterer Grössen in andere Producte 


THEORIE DER REIHEN. - 
Erste Abtheilung. 
Eliminiren bestimmter Grössen aus unendlichen Reihen. 
1. All gemeinste Untersuchung 
II. Erster besonderer Fall 
Ill. Zweiter besonderer Fall 


IV. Zurückführen des allgemeinsten auf den besonderen Fall 


395 


399 


404 


435 
439 
444 
449 


*) Die Seite 322 war schon abgedruckt, als wir fanden, dass mehrere Wahrheiten von 


Seite 404 bis428 noch einer grösseren Allgemeinheit fähig seien. Wir machten gleich 


die nöthigen Verbesserungen, bitten aber jetzt den Leser, das, was Seite 322 be- 


findlich, entweder nach den Ueberschriften Seite 404, 410, 428, oder nach diesem 


Inhaltsverzeichnisse zu ändern. 


83 * 


660 


Zweite Abtheilung. 
Bildung der Hülfsgleichungen vermittelst der Unterschiede 
und der Differentiale | 
Dritte Abtheilung. | 
Entwickelung der Functionen in Reihen. 
I. Reihen, in welchen kein Werth von x mehr als ein 


Glied zernichtet 


II, Reihen, in welchen das Einführen einer bestimmten 
Function von x das nte und jedes folgende aber kein 


früheres Glied zernichtet 


III. Reihen, in welchen das Einführen eines bestimmten Wer- 
thes von x das nte und jedes folgende aber kein früh- 
eres Glied zernichtet 

A, Im allgemeinen 

B. Wenn die begleitenden F unctionen bestimmte Eigen- 
schaften haben 

C. Wenn die Elemente bestimmten Gesetzen unterwor- 
fen sind | | | 

D. Wenn die begleitenden Functionen und auch die 
Elemente bestimmten Gesetzen folgen 

E. Wenn die begleitenden und die Hauptfunctionen 
bestimmte Eigenschaften haben 

F. Wenn die Elemente und die Hauptfunction be- 
stimmten Gesetzen unterworfen sind 

G. Wenn die begleitenden Functionen, die Elemente 


und die Hauptfunction bestimmten Gesetzen folgen 


IV. Reihen, in welchen das Einführen eines bestimmten Wer- 
thes von x==a, alle früheren und alle späteren Glieder 


nur nicht das nte Ghed zernichtet 


460 


465 


471 


477 


493 


495 


— 


V, Reihen, in welchen das Einführen eines bestimmten Wer- 
tes von x alle Glieder zernichtet, oder Entwickelung 


einer Function in eine Reihe nach den Potenzen einer 


anderen Function 
A. im allgemeinen 


B. Entwickelung von F(x+h) nach den ganzen Poten- 


zen von DX 


C. Entwickelung von F(y) = F(fx) nach den ganzen 


Potenzen von @x 


D. Entwickelung von F(x+h) nach den Potenzen von 
(px 

E. Entwickelung von F(x-+h) nach den Potenzen von 
lg: (1 +bx) 

F. Entwickelung von F(x+h) nach den Potenzen von 
(Arc: (ie. b+cx)) 

G. Entwickelung der Function F(x+h) nach den Poten- 
zen von (x-a), von h und von x; ferner Entwicke- 
lung von F(x,+h,, x,+h, ,...,x,+h,) nach den 


Potenzen von h.,h,,...;,h, 


H. Wenn die Hauptfunction noch von einer anderen 
Function begleitet wird 
a) im allgemeinen 
b) im besonderen 


c) wenn‘ die Hauptfunctionen verschieden sind 


VI. Entwickelung einer Function nach den Potenzen einer 
anderen Function, wenn die Elemente beider Functionen 
durch eine Gleichung gegeben sind 


A Untersuchung über Gleichungen 


920 


939 


662 


. ‚h 
B. Entwickelung von x’ nach den Potenzen- von z 
und x, wenn z=A +A,x'+A,x’+....+A, x" 
G. Entwickelung von F(x+h) nach den Potenzen von 


Oz, wenn zZZA +A x’ +A x’ +...+ A, .x"”’+x” 


THEORIE DER WIEDERHOLENDEN FUNGTIONEN. 


Erste Abtheilu ng. 
I. Unterschiede und Differentiale 
II. Wiederholende Functionen, wenn ylx= f(x +h)-a.k 
zu Grunde gelegt wird 
II. Wiederholende Functionen, wenn „fx= f(x+h)-2x.fx 
zu Grunde liegt 
IV. Wiederholende Functionen, wenn 
vix = a .fixıh)+a,.fx+h)+a,.f(x+h,) +........ 
zu Grunde liegt. (Oder die erzeugenden Functionen 
von Laplace) 
A. Entwickelung von y"fx nach den Zunahmen von x 
im allgemeinen 
B. Entwickelung von v'fx nach der Zunahme von x 
ım besonderen SE | 
G. Entwickelung von y”A” nach vor Ara A VE u 
D. Entwickelung von f{x+k) nach v',v’,v’,.... 
RB. Entwickeluns von v fx nach den Differentialen 


von v"fx 


Ps 


F. Entwickelung der Differentiale nach den Wiederho- 
lungen von y 


Zweite Abtheilung. 


Wenn ZA X Ale 1 Bu 1a Te a 
Dritte Abtheilung. 


Periodische Functionen 


943 


46 


89 


392 


600 


e..: 
THEORIE DER ALLGEMEINSTEN FACULTÄTEN. 


1. Das Bilden der allgemeinsten Facultäten 613 
ll. Entwickelung der allgemeinsten Facultäten in Reihen 618 


IH. Entwickelung einer Function in eine Reihe nach den 


Facultäten einer anderen Function 622 
IV. Producte der Reihen, welche nach den Facultäten einer 631 
Function fortgehen 625 


ALLGEMEINE THEORIE DER FORTLAUFENDEN BRÜCHE. 


I. Zurücklaufende Bestimmung | 631 
Il; Zurücklaufende Bestimmung, durch welche fortlaufende 


Brüche erzeu st werden 12 


Zu der geschichtlichen Bemerkung des Prof. Mollweide in seinem Wörterbuche $. 625, 
dem im Historischen mehr Wahrheit zu wünschen wäre, gebe ich folgende Berichtigung: 
Das Beispiel, wie es im WVörterbuch Seite 625. 4. Th. angeführt wird, mag beim 
Meissner vorkommen, aber diese Reihe ist nicht die meinige 563 Analy.; die meinige hat 
ein Gesetz der Vorzahlen, jene angeführte Reihe kein Gesetz. Mollweide hält sich nur 
bei einigen Beispielen auf, schweigt aber von den allgemeinsten Reihen, die ich in der 


neunten Abhandlung der Analysis gebe. 


Mannheim, Buchdruckerei des katholischen Bürger - Hospitals. 
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